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ESPACIOS METRICOS

Prélogo

El presente texto es producto de nuestra experiencia como profeso-
ras de la asignatura Topologia - Topologia I que se dicta para estudian-
tes del Profesorado y de la Licenciatura en Matematica. Nuestra inten-
cion es aproximar un poco mas la materia al estudiante de matematica
a partir de un enfoque clasico.

El concepto de espacio métrico fue introducido por el matematico
M.R. Fréchet en 1906 y probd que las ideas de Cantor de subconjuntos
abiertos y cerrados podian extenderse de manera natural a los espacios
métricos.

Actualmente, todas las obras de topologia general dedican algun
espacio al tratamiento de los espacios métricos, ya sea Como un caso
particular de los espacios topoldgicos 0 como una manera natural de
introducirlos. Sin embargo, la teoria de los espacios métricos es el fun-
damento indispensable para un estudio serio y riguroso del Analisis
Matematico y puede presentarse en forma de una hermosa teoria acce-
sible a la intuicién geométrica. La topologia es una rama de la Geome-
tria Proyectiva, una geometria no euclideana donde interesan mas las
cualidades de las figuras que las cantidades. Para la topologia es lo
mismo una rosquilla que un disco de Juan Sebastian Bach, los anteojos
de Einstein que una cacerola de dos asas, ya que un objeto se puede
transformar en otro por deformaciones sucesivas. La topologia resuel-
ve problemas, entre otros, tales como:

¢Con cuantos colores minimos se ha de pintar un mapa?

¢Como salir de un laberinto?

¢Como se relacionan las caras, aristas y vertices de poliedros con-
vexos?

¢Existen superficies unilaterales?
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¢Por qué para un topo6logo no existe diferencia entre una rosquilla
y una taza de té?

¢El hombre y su imagen proyectada en un espejo deformante son
topoldgicamente iguales?

En este texto, se trata de dar una introduccion a la topologia a tra-
vés de la teoria de espacios métricos, que generalizan las propiedades
de los espacios euclideos, en los que se puede “medir” la distancia en-
tre dos puntos. Esto es, generalizando la interpretacion de los nGmeros
reales como un conjunto en el que se ha definido la distancia entre sus
elementos, se llega al concepto de espacios métricos, una de las nocio-
nes mas importantes de la matematica moderna. La generalidad de los
espacios métricos, cuyos resultados fundamentales se ven en topologia,
basta para la mayoria de las aplicaciones mas importantes. El proposito
de esta asignatura es ofrecer una presentacion accesible de los concep-
tos fundamentales de topologia y se pone gran interés en presentar la
asignatura desde el punto de vista de su aplicacion al Analisis y otras
ramas de la matematica. La topologia trabaja con conceptos mas gene-
rales que el Analisis. Por consiguiente, con la topologia se pueden es-
tudiar problemas que el Andlisis no puede resolver. La topologia, que
es un poderoso instrumento para el Analisis Funcional y para varias
ramas del Andlisis Clasico que, a su vez, estd conectado, por sus apli-
caciones, con la Matematica Aplicada e Informatica y con las Ciencias
Naturales, hace uso de los métodos del Algebra y de la Teoria de Con-
juntos, y del Analisis Real.

Los conocimientos previos que se requieren para asimilar el conte-
nido de este libro son los referidos a las nociones elementales de la
Teoria de Conjuntos, los conceptos basicos de numerabilidad y, en
especial, las propiedades de los nimeros reales. Para ello, y a manera
de introduccion al desarrollo de los contenidos de esta asignatura, se
recomienda a los estudiantes la lectura y analisis del Libro de Texto
para Estudiantes Universitarios titulado Nociones Previas a la Topolo-
gia Métrica de nuestra autoria, que es también utilizado durante el tra-
tamiento de los contenidos tematicos de Topologia - Topologia I.

El texto esta organizado en 6 capitulos.

El capitulo 1 sirve para que el lector comprenda que los axiomas
que definen los espacios métricos, que desde el punto de vista estructu-
ralista constituyen el inicio de la teoria, son el resultado de un largo
proceso de abstraccion y de trabajo cientifico sobre las nociones intui-
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ESPACIOS METRICOS

tivas de distancia. En este capitulo y en los siguientes, se incluye una
gran cantidad de ejemplos.

En los capitulos 2 y 3, junto con la base axiomatica de los espacios
metricos, se introducen el concepto de sucesiones en un espacio metri-
co y los elementos topoldgicos iniciales, ademas se estudian importan-
tes propiedades con las que se ha de tratar en los siguientes capitulos.

En el capitulo 4 se estudian los conceptos de aplicaciones conti-
nuas y homeomorfismos en un espacio métrico, ligados especialmente
con los espacios mas especificos que se analizan en los dos Ultimos
capitulos.

En los capitulos 5 y 6 se tratan clases especiales de espacios métri-
cos que son de importancia particular en las aplicaciones del Analisis
Matematico. Se abordan, respectivamente, las propiedades de comple-
titud y compacidad, conceptos fundamentales que constituyen, junto
con el estudio de las aplicaciones continuas entre espacios métricos, el
nucleo central de Topologia — Topologia I. Exigen, pues, un estudio
cuidadoso, porque deriva en una serie de teoremas fundamentales que
constituyen los resultados mas notables de la teoria.

Al final de cada capitulo se ofrece una amplia coleccion de ejerci-
cios, en la que los mas complicados estan marcados con el simbolo *.

El apéndice contiene importantes teoremas del Analisis Matemati-
co que se utilizan en los espacios métricos compactos.

La bibliografia citada se refiere a libros clasicos de topologia ge-
neral que estudian también los espacios métricos como casos particula-
res especificos y a textos sobre espacios métricos. Los libros recomen-
dados para el curso estdn marcados con (*), siendo los textos [3], [16]
y [18] los que se adaptan perfectamente al contenido de esta asignatu-
ra, aunque cualquiera de ellos sera un buen libro de consulta.

11






Capitulo

Espacios Métricos






ESPACIOS METRICOS

1.1. Espacios métricos

Un espacio métrico es un conjunto en el que se introduce la nocion
de distancia entre sus elementos. Se intenta generalizar la nocion de
valor absoluto en R; esto permitira precisar la nocion de proximidad
que esté presente implicitamente en los conceptos fundamentales de la
Topologia y el Analisis. Para abstraer el concepto de distancia, se debe
captar lo esencial en dicha nocion, dando lugar a la siguiente defini-
cion.

Para el estudio de este tema se recomienda, previamente, la lectura
del libro de Ascheri y Reid, 2008, capitulos 1 y 2.

Definicion. Sea E un conjunto no vacio. Una funcion
d:E X E — R que a cada pareja de elementos x,y de E le asocia el
namero real d(x, y) se dice una métrica o una distancia si verifica los
siguientes axiomas:

dl) d(x,y) =0 siysolo six =1y, paratodo x,y € E (Axioma
de separacion)

d2) d(x,y) = d(y,x), cualesquiera sean x,y € E  (Axioma de
simetria)

d3) d(x,y) < d(x,z) +d(zy), paracadax,y,z € E (Desigual-
dad triangular).

A un conjunto E dotado de una distancia d se lo denomina espacio
métrico y se lo representa por (E, d).

|15
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Observaciones

1. Si (E,d) es un espacio métrico y S es cualquier subconjunto
no vacio de E, entonces (S,d) es un espacio métrico conservando la
misma definicion de distancia.

2. Unadistancia d verifica también el Axioma de positividad:
d(x,y) = 0 paratodo x,y € E

0=d(xx) < (por d1)
<d(x,y)+d(y,x) = (por d3)
=2d(x,y) (por d2)

Entonces 2d(x,y) = 0, luego d(x,y) = 0.

3. Por induccion sobre n, se puede generalizar d3) del siguiente
modo:
d(xq,x,) < d(xq,x5) + d(xy,x3) + -+ d(xp_q, X)

para cualquier nimero natural n mayor que 1.

Como puede comprobarse con los siguientes ejemplos, sobre un
mismo conjunto pueden definirse distintas distancias. Para distinguir-
las se utilizan, con carécter universal, ciertos subindices.

Ejemplos
1. Sea E = R. Entonces, la aplicacion siguiente es una distancia
d(x,y) =|x—y| paratodox,y € R

que recibe el nombre de métrica usual de R. Luego, (R, d) denotado
por (R,| |) es un espacio métrico.

2. Sea E un conjunto no vacio. Entonces, la aplicacion siguiente
es una distancia

0 si xX=y

dr(x,y) = {1 Si oxxy paratodo x,y elementos de E

que recibe el nombre de métrica trivial o discreta. Luego, (E, d; ) es
un espacio métrico.
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3. Sea el conjunto de todas las duplas ordenadas X = (x;,x,) de
nimeros reales x;,x, denotado por R2  Considérense
X = (x1,%3),Y = (¥1,y2) elementos de RZ?. Entonces, la siguiente
aplicacion

recibe el nombre de métrica usual, natural o euclidea del plano. Lue-
go, (R?,d,) es un espacio métrico.

La desigualdad triangular en este ejemplo se deduce de la de-
sigualdad de Cauchy-Schwartz que se recuerda a continuacion.

Dados los nimeros reales a;, bl-, coni=1,2,--,n

4. Sean E = R?, ¥ = (x1,x3), Y = (y1,V,) elementos de R2. En-
tonces, la siguiente aplicacion

d;(%,y) = |x; — y1| + |2z — ¥l

es una distancia. Luego, (R?,d,) es un espacio métrico.
En efecto,

dl) d,(%,y) =0 si ysolosi Y2 ,lx; — y;| = 0.
Lo cual es equivalente a
|x; — y;| =0 para i=1,2

esto es,
x;=y; para i=1,2

0 equivalentemente, X = y.
d2) di(%,5) = Xioilx — yil = Zicaly: — xl = di(§,%)
d3) Paracadai = 1,2

lx; — yil < lx;— zi| + 1z, — yil

17
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Entonces

2 2
Z |x; — yi|Sz (Ix; = zi| + |z; — yi]) =
i=1 i=1

= Yialx =zl + X2oqlz — yil
Por lo tanto,
dl(f')_}) S dl(J_EJZ) + dl(Zl}_;)

5. Sean E = R?, X, y elementos de R2. Entonces, la aplicacion
de (%,¥) = max {|x; — y1l, 1%, — y,[}

es una métrica. Luego, (R?,d.,) es un espacio métrico.

Para verificar que es una métrica, se observa primero que las pro-
piedades d1) y d2) de métrica se satisfacen trivialmente por la defini-
cion de valor absoluto.

Para la desigualdad triangular, se toman X = (xq,x5;),
¥y =(1,¥,), Z=(z,,2,) elementos de R?.

Paraun i fijo, i = 1, 2 se tiene

lx; — wil < lx; — zi| + |z, — yil <
< {rslggg{lxi -z} + {Ql.asg{lzi —yil} =
=d,(%,2) +d,.(Z,7)
Por lo tanto,
doo(fi.’)_}) = maXlSiSZ{lxi - yll} S doo(fiz) + dCX)(Z)F}_]))

6. Sea el conjunto de todas las n-uplas ordenadas
X = (xq,%,**,%xy), de nUmeros reales x,, x, -+, x,, denotado por R".
Considérense X,y € R™, entonces las siguientes aplicaciones son

distancias
n
d1(55'37) = lei - il
i=1

18
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1/2

dz(f;)_}) =

Zn:(xi - ¥)?

Luego, R™ con cada una de estas distancias es un espacio métrico.

7. Sea el conjunto de las funciones continuas de variable real de-
finidas en un intervalo [0,1], denotado por Cg[0,1]. Entonces, la apli-
cacion

da(f,9) = supyepo,uflf(x) — g(x)|} paratodo f,g € Cr[0,1]
es una distancia. Luego, (Cg[0,1],d,) es un espacio métrico.

A

y

é
a

En efecto, en primer lugar d, estd bien definida, puesto que
|f(x) — g(x)| es una funcién continua en [0,1] pues f y g lo son.
Como el conjunto de nameros reales {|f(x) — g(x)|: x € [0,1]} es
no vacio y acotado superiormente, entonces existe el

supxefo,{f (x) = g}

| 19
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d1) Supdngase que d4(f,g) = 0, entonces
supxepo,1{lf (x) — g(x)[} = 0 paratodo f, g € Cg[0,1] .
Como para cada x € [0,1],
0<|f(x)— gl)| < sup{lf(x)— gx)|}=0
x€[0,1]
entonces,
|f(x) — g(x)| =0, paratodo x € [0,1];
esto se verifica si y solo si
f(x) = g(x), paracadax € [0,1],
de donde, f = g.

Por otra parte, si f =g, entonces f(x)= g(x) para cada
€ [0, 1]. Luego,
|f(x) — g(x)| =0, paratodo x € [0,1],

esto significa que

sup {|f(x) — g(x)I} =0

x€[0,1]

y, por lo tanto,
dA(fl g) = 0
d2) El axioma de simetria es trivial.

d3) Seah € Cy[0,1], paracada x € [0, 1] se tiene
lf () — gl = 1f(x) — h(x) + h(x) —g()| <
< f(x) =R+ |h(x) — g(x)| <
< sup {lf(x) —h()[} + sup {|r(x) — g()[} =

x€[0,1] x€[0,1]

= d,(f,h) +d,(h g)
Por lo tanto,

le[lopl]{lf(x) — g1} < dy(f, h) + du(h, g)
esto es,

ds(f,9) < da(f,h) +dy(h, g).
20
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Asi, (Cr[0,1],d4) es un espacio métrico.

8. Sea d una métrica sobre E y se define D(x,y) = 1 d(x,y) para
todo x,y € E, donde A es un namero real positivo cualquiera. Enton-
ces, (E,D) es un espacio métrico.

El lector puede verificar sin dificultad que D es una métrica sobre
E.

9. Sean E = R", X, y elementos de R™ y p un nimero real fijo
mayor que 1. Entonces, la aplicacion

i(xi - y)P

es una distancia. Luego (R",d,,) es un espacio métrico.

1/p
d,(%,y) =

La demostracion de la desigualdad triangular se basa en el siguien-
te resultado.

Desigualdad de Hoélder: Sean p > 1y g > 1 tales que verifican
1/p +1/q = 1. Entonces, cualesquiera sean u = (uy, -, uUy) Y
v = (v, -+, v,) elementos de R™ se cumple que

n n 1/p , n
Zhlk vl < <Z|uk|p) <Z|Vk|q>
k=1 k=1 k=1

1/q

1.2. Isometrias

Definicion. Sean (E,d) y (E',d') dos espacios métricos y sea
f:E — E' una biyeccion tal que preserva la distancia, es decir, para
cada x,y € E es

d(x,y) = d'(f(x), f())-

Entonces, se dice que f es una isometria.
Dos espacios métricos (E,d) y (E',d") son isométricos si existe
una isometria f entre ellos.

21
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Observaciones

1. Sif:E — E' es una isometria entonces f~1: E’ — E también
lo es.

Como f es biyectiva, entonces existe f~1:E’ — E y ademas es
biyectiva (ver Ascheri y Reid, 2008, capitulo 1). Resta probar que f 1
preserva distancias.

Sean y;,y, € E'. Como f es sobreyectiva existen x,,x, € E tales
que y; = f(xy), ¥y, = f(x;). Ademas, por ser f inyectiva,
x1=f"Yy)) Y x,=f"1(y,). Luego, como f es una isometria,
d'(f (x1), £ (x2)) = d(xq, x2).

Por lo tanto,

d'(y1,y2) = d'(f (1), f(x2)) = d(x1,%2) = d(f 7 0), f 1 (32))

De este modo, f~1! es una isometria.

2. Sean (E,d) un espacio métrico, E' un subconjunto no vacio de
E y f:E — E'" una biyeccion. Entonces, si se define para todo
x,y €EE

d'(f(0), f () = d(x,y)

se tiene que (E’,d") es un espacio métrico y entonces f es una isome-
tria.

Se probara que (E’,d") es un espacio métrico.

d1) Supéngase que d’'(f(x),f(y)) = 0 entonces d(x,y) = 0. Por
ser d una métrica, x = y, lo cual implica por definicién de funcion que

f&x) =f).
Reciprocamente, si f(x) = f(y), por ser f inyectiva, x = y. Co-
mo d es una métrica d(x,y) = 0, lo cual implica d'(f(x), f(¥)) = 0.

d2) d'(f0),f()) = d(x,y) = d(y,x) = d'(f (), f (X))
d3) Como d es una métrica, se satisface la desigualdad triangular
d'(f(),f() = dxy) <
<d(x,z) +d(zy) = d' (f(x),f(2) + d'(f(2), f())

Luego, (E',d") es un espacio métrico.

22|
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Como f:E — E' es una biyeccion entre espacios métricos que
preserva distancias, entonces f es una isometria y (E,d) y (E',d")
son isométricos.

1.3. Distancia entre un punto y un conjunto. Distancia
entre conjuntos

Se plantea ahora la posibilidad de medir distancias entre un punto
y un conjunto o entre dos conjuntos, a partir de la distancia definida en
un espacio métrico.

Parece que de forma intuitiva se podria pensar, por ejemplo, que la
distancia entre un punto y un conjunto, seria la distancia entre tal punto
y el punto del conjunto més cercano a aquél.

Definicion. Sea (E,d) un espacio métrico, A un subconjunto no
vacio de E'y x, un punto de E. Se llama distancia de x, al subconjunto
A, y se denota d(x,, A), al nimero real

d(x9,A) = (ilgg{d(xo: a)}

Observaciones

1. La definicién anterior es correcta. Como 0 < d(x,, a) para ca-
da a € A, entonces {d(x,, a):a € A} es un conjunto no vacio de nu-
meros reales acotado inferiormente por cero; en consecuencia, existe el
infimo del conjunto {d(x,,a):a € A}.

2. El infimo puede ser alcanzado en un punto que no pertenezca al
conjunto {d(x,,a):a € A}.

Por ejemplo, considérese E = R con la métrica usual y sean
xo=0yA = (1,2]. Entonces, paracadaa € A

d(xy,a) =d(0,a) =10 —a| = |a| = a.
Para cada a € 4, 1 < d(xy,a) = a < 2, es decir que el conjunto
{d(0,a): a € A} estd acotado inferiormente por 1, pero no tiene ele-

mento minimo pues 1 € {d(0,a):a € A} ya que para cada a € 4,
d(0,a) > 1, es decir no existe a € A tal que d(0,a) = 1. Pero como 1

| 23
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es la mayor de todas las cotas inferiores del conjunto {d(0,a): a € A},
entonces d(0,4) = 1.
3. Si(E,d) es un espacio métricoy A < X, entonces
d(x,,A) = 0 paratodo x, € A.
En efecto,
d(x9,A) = ‘ilrelg{d(xo; a) } = d(x,x9) =0

Definicion. Sea (E,d) un espacio métrico y sean A y B subcon-
juntos no vacios de E. Se llama distancia del subconjunto A al subcon-
junto B, y se denota d(4, B), a

d(A,B) = inf {d(a,b):a € A,b € B}

Ejemplos
1. Sea E = R con la métrica usual y sean A = [2,3), B = (3,5]
subconjuntos de R. Entonces,

d(A,B) =inf {d(a,b) : a € A,b € B} =
=inf{la— b|: a€Ab€EB}=0
En efecto, sea 0 < £ < 1 ysupdngase que d(4,B) =& > 0.
Resultaque 3—¢/3 € Ay 3+¢/3€BY

d3—¢/3,3+¢/3)=13—-¢/3—-(B3+¢/3)| = 2¢/3< ¢
Lo cual contradice que ¢ es el infimo.

2. Sidy es la métrica discreta sobre E y A, B son subconjuntos
no vacios de E, por definicion, se tiene

(0 si ANB# @
dr(4,B) _{1 si ANB=0

Entonces, con los conjuntos A y B de nimeros reales dados en el
ejemplo 1, se tiene que

dr(A,B) =1 pues AnB = 0.
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Como se puede observar, estas nociones dependen de la métrica
que se define.

Observaciones
1. AnNB #0 = d(4,B) =0

En efecto, como AN B # @ entonces existe a’ € AN B, luego
a' € Ay a' € B, dedonde,

d(A,B) = inf {d(a,b) : a€ A, b€ B}=d(a',a") = 0.

2. Lareciproca no es cierta. Esto es,
d(A, B) = 0 no implica necesariamente que A N B # Q.

Como lo muestra el ejemplo 1 para (R,| |), es posible encontrar
subconjuntos no vacios Ay B de R, A =1[2,3) y B = (3,5], tal que
d(A,B) = 0.

Pero esto no implica necesariamente que AN B # @, ya que
A =1[2,3)y B = (3,5] no tienen puntos en comdn.

1.4. Diametro de un conjunto. Conjunto acotado

Definicion. Sea (E,d) un espacio métricoy A € E, A+ @ . Se
llama diametro de 4, y se denota §(A4), a
§(A) = sup {d(x,y)}

xX,YyEA

El supremo puede ser finito o no.

Definicion. Sea (E,d) un espacio métricoy A € E,A + @. Si
&(A) es finito, se dice que A es acotado; en caso contrario, se dice que
A no es acotado.

Ejemplo
Sea E = R con la métrica usual y se considera el subconjunto de
E, A = [—1,3]. Entonces,
6([-13]) = sup 3]{Ix —yl}=4

x,Y€E[-1,
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Propiedades
Sea (E, d) un espacio métrico y A, B subconjuntos no vacios de E.
Entonces, se verifican las siguientes propiedades

a) ACB= 8(4)<8(B)
b) S(AUB) <58(A)+ 85(B)+ d(A B)
) 8(A) =0 A={a}

Demostracion. Las propiedades a) y b) se dejan como ejercicio pa-
ra el lector.
Se prueba c). Sup6ngase que 6(A) = 0. Entonces

sup {d(x,y)} = 0

X,VEA
Como
0<d(x,y) < sup {d(x,y)} = 0 paratodo x,y € 4,
X,VEA
entonces,

d(x,y) = 0, paratodo x,y € A.
Por ser d una métrica, se tiene que
x =y cualesquierasean x,y € A.

Luego, A consta de un solo punto, digamos a. Esto es, A = {a}.
Reciprocamente, sean x,y € A. Como A = {a}, entonces
x =y = a, luego, d(x,y) = 0 paracadax,y € A.
Por lo tanto,
sup {d(x,y)} =0

X,YEA

de donde, §(4) = 0.

Observaciones
1. Se deduce de a) que si B es acotado, entonces A es acotado.

2. SiANB # @ se deduce de b) que (AU B) < §(4) + 6(B).
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Definicion. En R"™, se llama hipercubo de lado & (6 > 0), a todo
conjunto H de la forma

n
H =1_[[ai,ai+6] - RER“q<x;<a;+68,i=1-,n}
i=1

En R:
a a, +6
En R?:
y A
e -
y
N %,
[ ] R
0 aL1 aJ1+§ X
EnR3 :
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LA

a;+46

(ay,a; +6, a3 +6)

U

v

S
+
=%}
<

~
Q
N

Teorema 1. En (R™, d,), el hipercubo H es un conjunto acotado.
Demostracion. Sean X,y € H € R™. Entonces |x; —y;| < & para
i=1,--,n;estoes,
1/2

<mé)2=vns

d,(%,y) = [Z(xi —¥i)?
=1

Es decir,
d,(X,¥) <+/né, cualesquiera sean ¥,y € H,
por lo tanto,
supg yen td, (X, )} < vVn 6,
esto es,

S(H) <Vné <.

Por consiguiente, H es un conjunto acotado.

Definiciones
Sea (E,d) un espacio métricoysean xo E Eyr e R, r > 0.
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Se llama bola abierta con centro en x, y radio r, y se denota
B(x,, 1), al conjunto

B(xor) ={y €E:d(y,xo) <7}

Se llama bola cerrada con centro en x, y radio r, y se denota
B¢ (x4, 1), al conjunto

BC(XOJT) = {y €EE: d(}’:xo) < T}

Se llama borde de la bola con centro en x, y radio r, y se denota
B, (xo, 1), al conjunto

BOT(XOJT) = {y €EE: d(}’:xo) = T}

Observaciones
1. {x0} € B(xy,7) S B.(xq,1)

Evidentemente  x, € B(x,,7), pues x,€E tal que
d(xy,x0) = 0 < r, de donde la primera inclusion es cierta.

Se probara la segunda inclusion.

Seay € B(x,,1), entonces 0 < d(y, x,) < r, que es equivalente a
d(y,x,) € [0,7) € [0,7]. Luego, d(y, x,) € [0,7], es  decir,
0 <d(y,xy) <r,dedonde, y € B.(x,,7).

Es inmediato a partir de esta observacion que B(xy,7) Y B.(x,7)
son conjuntos no vacios, pues x, € B(xy, 7)Y x, € B.(xq,7) (lo cual
no es siempre cierto para B, (x,, ), como se vera en (R, dr)).

2. Parael caso de B.(x,,7) Se puede considerar r > 0.

Pues como x, € B.(x,, 1) entonces 0 = d(x,,x,) < r, de donde,
r=0.

Sir = 0, entonces B.(x,,7) = {x,}.

En efecto, sea y € B.(x,,7). Entonces, 0 < d(y,x,) <r = 0.
Luego, d(y,x,) = 0 Yy por ser d una métrica, y = x,. En consecuen-
cia, y € {xo} y se concluye que B.(x,,1) S {x,}. Laotra inclusion es
valida por la observacion 1.

Ejemplos
1. Sea(R,| [).Sean x, € R yr > 0, entonces
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Blxo,r)={y€ER:|y—xol <r}={y€ER:x—1 <y <x,+7}

= (xO —T,xo +T)

B.(xg,r) ={yeR:|ly—xp| <r}={yeR:xg—r<y<x,+r1}

= ['XO —T7,Xp +T]

Bor(x0,7) ={y ER: |y — x|l =7}
={yeR:y=xy—1r 6 y=xy+71}

= {xo —T7,Xp +T'}

2. Sea (E,dr).Sean x, € E y r > 0. Se tiene que

X sir<li
B(xo,7) = {{ o)
E sir>1
{xo} sir<i1
BC(xOJT):{ i
E sir=1
( ) {(D sir#+1
B, (xo,7) =
orio E —{x,} sir=1

Observacion

Del Gltimo ejemplo se deduce que una bola puede ser, al mismo
tiempo, una bola abierta y una bola cerrada. Ademas, el borde de una
bola puede ser un conjunto vacio.

Lema 1. Sea (E, d) un espacio métrico y sea A un subconjunto no
vacio de E. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) A esacotado

b) Existenx, € Ayr > 0talque A € B.(x,,7).
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Demostracion. Supdngase que se verifica a), entonces
§(A) = k < oy como por hipétesis A es no vacio, existe x, € A.
Si A = {x,}, entonces trivialmente A < B.(x,,r) parar > 0.
Por consiguiente, se supone que A tiene mas de un elemento. Sea
Z € A, z # x,, entonces
d(xy,2z) <6(A) =k

esto es, d(x,, z) < k, de donde, tomando r = k se tiene que
0<d(xg,z)<r

esto es,
z € B.(xy,7)conr > 0

Por lo tanto, existe r > 0 tal que A S B.(x,, 7).

Supdngase que se verifica b) y se probarad a). Sean entonces x,y € A.
Como, por hipétesis, A € B, (x,, r) se tiene que

d(x,xg) <ry d(y,xy) <r

y por la desigualdad triangular se tiene
d(x,y) <d(x,xy) +d(xg,y) <r+r =2r, paratodox,y € A.
de donde,
5(4) = Supx,yeA{d(x; y)} <2r,

0 sea,
§(A) < 2r < w.

1.5. Conjuntos totalmente acotados

Definicion. Sea (E, d) un espacio métrico y sea A un subconjunto
no vacio de E. Se dice que A es totalmente acotado si, dado cualquier
€ > 0 existe un nimero finito de conjuntos A4, 4,, - , A, tales que

A=AUA,U - UA, y6(4;) < i=12,..,n

Ejemplo
Sea (R,| |)yseaA=1[0,1] € R. Se demostrara que A es total-
mente acotado.
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Sea € > 0. Se particiona el [0,1] en n segmentos de longitud %
Se designa
1 1 2 n-1n
A=og] 4= {12 A= [107

Evidentemente, 4 = UlX, 4;

Ademas, para i =1,2,...,n, §(4;) s%. Para ello basta tomar

n € N tal que n > i En consecuencia, A = [0,1] es totalmente acota-
do.

Proposicion 1. Un subconjunto A de un espacio métrico (E,d) es
totalmente acotado si y solo si para cada € > 0 existe un namero finito
de puntos x;, x,, -+, x, de A tal que A € UL, B.(x;, €).

Demostracion. Supdngase que A es totalmente acotado, luego dado
e > 0, existe un numero finito de conjuntos 4,, 4,, -+ , A, tales que

A= U?:lAi y(S(Al) <& i=1,2,..,n

Paracada i =1,2,...,n, se elige x; € A; y sea x € A. Como, por

hipotesis, A = UL, 4; entonces existe i € {1,2, ...,n} tal que x € 4;.

Como
§(A) < € y d(x,x;) <6(4)
entonces
d(x,x;) < ¢ paraalgini =1,2,...,n.
Luego,

X € B.(x;,€) paraalgini =1,2,...,n;
y, por lo tanto,
x € UL, B:.(x;,€).

Asi,
A € U™, B.(x;,8);

esto es, se ha probado que dado & > 0 existe un namero finito de pun-

tos x4, x5, -+, x, de A tal que A € UL, B.(x;, €).
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Reciprocamente, sea ¢ > 0. Por hipotesis, existen xq,x,,+,x,
puntos de A tal que A € UL, Bc(x,¢/5)

Por lo tanto,
n n
a=anlJoGutr) = |J (4080 )
i=1 i=1
Tomando

A= ANB(x,8/5) i=1,2,..,n
Entonces, evidentemente,
n
A= UAl
i=1
y ademés, parai = 1,2, ..., n se tiene que
5(A) < 8(AnB.(x1,%/)) <6 (Be(x:,5/5)) <25 = e (ver nota).

O sea que
§(4;)) < egparai=1,2,..,n.

Por lo tanto, A es totalmente acotado.

Nota. §(B.(x,,1)) < 2r

En efecto, sean x,y € B.(x,,r) entonces
d(x,xo) <r y d(y,x,) <r.
Luego, usando la desigualdad triangular se tiene
d(x,y) < 2r, paratodo x,y € B.(x,,7)
Esto es, 8§(B.(xo, 7)) < 2.

Proposicion 2. Si (E,d) es un espacio métrico y A € E es total-
mente acotado, entonces A es acotado.
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Demostracion. Por hip6tesis, para cada € > 0 existe un namero fi-
nito de conjuntos A, A4, -+ ,A,tal que A=UL4; Yy
§(4) < e i=1,2,..,n

Tomese ¢ = 1. Luego, por hipotesis

A=A U --UA,cond(4;) <1, i=1,2,..,n.
Paracadai € {1,...,n}, seelige x; € A; yse llama
M = max {d(x; x;), i,j = 1,...,n}.
Dados x,y € A existiran i, j tales que x € A;, y € A;. Luego,
usando la desigualdad triangular
d(x,y) < de,x) + d(x;,x) + d(x;,y) <6(A) + M+ 8(4;) =
=1+ M+ 1=2+ M paratodox,y € A,

lo que prueba que &(A) es finito. Es decir, A es acotado.

Observaciones

1. (E,dy) esun espacio métrico acotado, pues

§(E) = sup{dr(x,y)} <1

X,YEE

2. Lareciproca de la proposicion 2 no es cierta; que A sea acotado
no implica necesariamente que A sea totalmente acotado.

Sea A un conjunto infinito con la métrica discreta el cual es acota-
do, pero no es totalmente acotado, pues es posible elegir un € < 1 tal
que cualesquiera sea el numero finito de puntos de A, digamos
X1, X2, X, A € U Bo(x;, €).

Como para e < 1, B.(x;,&) = {x;}. Por lo tanto, parae < 1

OBc(xi,e) = LnJ{xi} = {xy, %y, , X}

y A que es un conjunto infinito no podra cubrirse con un conjunto fini-
to de puntos del propio conjunto A. Luego, A no es totalmente acotado.
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Existe un caso donde vale la reciproca, pero antes se demostraran
las siguientes proposiciones.

Proposicion 3. Si A es un conjunto acotado de R™ con la métrica
d,, entonces existe un hipercubo H tal que A € H.

Demostracion. Por el lema 1 se sabe que si A € R™ es un conjunto
acotado, entonces existen d = (a;,a,,-,a,) €A y r> 0 tal que
AcB.(a,r).

Se designa con H al hipercubo de lado 2r definido por

n
H =1_[[al-—r,ai+r] =
i=1

Evidentemente, B.(d,r) € H. En efecto, sea Z € B.(d,r). Enton-
ces d,(Z,d) < r;esto es,

n
dy(7,8) = Z(zi —a)<r
i=1
Como
lzi — il < YXP,(zi—a)? <7, i=1,n
resulta que
a—r<zi<aq;+r parai=1,--,n.
Luego, Z € H.

Proposicion 4. En (R™,d,), todo hipercubo H de lado & es un
conjunto totalmente acotado.
Demostracion. Sea £ > 0. Se debe hallar una familia finita {H,}

talqueH =UH, y§(H,) < e.
Se considera una particion del segmento [a;, a; + &] en un nimero

k suficientemente grande de segmentos de longitud 5/ i - Esto se hace

en todos los ejes y se arman asi todos los posibles subhipercubos que
se designan H,. Entonces, evidentemente
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kn
H= U H,
a=1
Ademas, para a = 1,---, k", §(H,) <+n %. Basta tomar k € N

tal que k > \/Hg, entonces para a = 1, -+, k™, 6(H,) < &. Por lo tan-
to, H es totalmente acotado.

Proposicion 5. Si A es un subconjunto no vacio de B y B es total-
mente acotado, entonces A es acotado.

Demostracion. Sea &> 0. Por hipdtesis, existen conjuntos
B, B,, -+, B, tales que

B=ULB; y 6(B) <¢ i=12,..,n

Como A € B, entonces A € Uj-, B;. Luego,

n n
i=1 i=1

Se designa entonces
Al-=AnBl-, i=1,2,...,n

§(A4)=6(ANB)<6B) <¢ i=12..,n

Luego, A es totalmente acotado.

Teorema 2. Sea A un subconjunto no vacio de R™, con la
ca d,. Entonces, son equivalentes:

a) A es totalmente acotado

b) A esacotado.

Demostracion. Supongase que A es totalmente acotado. Por la propo-
sicion 2, en cualquier espacio métrico se verifica que A es acotado.

Reciprocamente, supongase que A es acotado, entonces por la pro-
posicion 3, existe un hipercubo H tal que A € H. Pero de acuerdo a la
proposicion 4, todo hipercubo H es un conjunto totalmente acotado.
Luego, por la proposicién 5, A es totalmente acotado.
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1.6. Ejercicios propuestos
1. Parax = (x1,%, ),y = (y1,y, ) € R?, se define
do (x,y) = min{lxy —yl,lx; = y.1}.
¢Es d, una métrica en R??
2. Sea f:E — E una funcién inyectiva. Demuestre que
d(x,y)=[f(x)- f(y)
es una distancia sobre E.

3. Si (E,d) es un espacio métrico y se consideranx, y, X' e y'
elementos cualesquiera de E, pruebe que

d(x,y) —d(x',y") <d(x,x)+d(y,y)

4. Sea E = R?, paraX,y € R? se define d (¥,y) del siguiente
modo

d %) = d (G, %), 01,52)) =

:{ |x1_y1|; si Xy =Y
Iy | + 1x2 = vo| + |y, en otro caso

Demuestre que ( E, d ) es un espacio métrico.

5. Sea (E,d) un espacio métrico. Sobre él se definen d; y d; del
siguiente modo

di(x,y) =min{l, d(x, y)}
) _d(x,y)
dz(xy) = 1+d(x,y)

Demuestre que d, y d, son métricas sobre E.
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6. Sea el espacio
E = Cg[0,1] = {f:[0,1] — R, f continua}

Demuestre que si se define

d(f,9) = [,1f(x) - g(x)|dx paratodo f,g € E

da(f,9) = supyeo{lf(x) —g(x)|} paratodo f,g € E

entonces d y d, son métricas. Luego, (E,d) y (E,d, ) son espacios
meétricos.

-

7. Sean X, y puntosde R™y sea

i(xi — y)?
i=1

Pruebe que (R™,d,) esun espacio métrico.

1/2

dZ()_C)i}_;) =

*8. Sea (R™, d, ), p>1, donde

i(xi - y)P

Demuestre que (R",d,) es un espacio métrico.

1/p
d,(x,y) =

*9. Sea S(R)={x=(0 nen:Xn ER, Xo_;x2 <o} Si
x = (x,), y = (y,) se define

d(x,y) = [Z(xn— y)?

Pruebe que (S(R), d) es un espacio métrico. S(R) se llama Espa-
cio de Hilbert y se lo suele notar por [,.

1/2
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10. Definicion. d:E x E — R se dice una pseudométrica si ve-
rifica
1) d(x,x) =0
2) d(x,y) =d(y,x)
3) d(x,y) <d(x,2z) +d(z,y)
Si d es una pseudométrica sobre E y x,y € E; se define una rela-

cion binaria sobre E por
x=gy<e dx,y) =0

Se pide
a) Pruebe " ~,; " es una relacién de equivalencia sobre E.
d

(b) Dadosx,y,z,w € E talesque x =4 y Yy z =4 w, demuestre
que -
d(x,y) =d(z,w)
(c) Seanx, ye(E/~,) (x =clasedex ={z € E:z =4 x }).
Dadosa € x y b € y se define
d(x,y) = d(a,b).

Pruebe que d es una métrica en (E/~,), que se llama asociada a d.
(d) Seae(X,y) = |x; —y;| paratodo ¥, y € R?, ¥ = (xq,%,),
y = (v4,y,). Pruebe que € es una’pseudométrica. ¢(R?,e) es un espa-

cio métrico? Justifique la respuesta.

11. Sean (R?,d,) y @ € R.Sea la rotacién elemental de angulo
@, 1,: R* — R?, dada por

7o(x,¥) = (x cos(¢p) —y sen(g), x sen(p) +y cos(p)).

Pruebe que 7, es una isometria entre los espacios euclideos co-
rrespondientes.

12. Demuestre que toda isometria f: (R,| |) = (R,| |) cumple
que
fx)=a+x 6 f(x) =a—x.

| 39



Maria Eva ASCHERI - Marisa REID

13. Sea (E,d) un espacio métrico y sean x,y € E, ACE,
A + @. Pruebe que
| d(x, A)—d(y,A) [<d(x,y)

14. Sean (E,d) un espacio métrico, a y b elementos de E, 7y
s numeros reales positivos. Si x e B(a,r) nB(b,s), demuestre que

existe una bola abierta de radio 5 > 0 tal que
B(x,8) < B(a,r)nB(b,s).

15. Sea el subconjunto de R?
A ={(xy) ER?: y =x?} ={(x,x*): x €R}

Calcule d,((2,0),4) y do ((2,0),4).

16. Sean el espacio métrico (R?,d,) y los subconjuntos de R?
A={(x,y) ER?: x2 +y2 =1}

B={(x,y) ER?: x+y =2}
Calcule d(4, B).

17. Sea E = Cg[0,2m] = {f:[0,21] — R, f continua} con la
métrica
da(f,9) = Supr[O,Zn]{lf(x) —g(x)|} paratodo f, g € E

y el conjunto
A={senx +k:0< k < 1}

(@) ¢Cual es la distancia de la funcién f(x) = x% + 2 al con-
junto A?
(b) Si
B ={cosx +k:2 <k < 3}

¢Cuénto vale d(4, B)?
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18. Sea (E,d) un espacio métrico, AABc E, A= J,B=J, en-
tonces

(@ AcB—>5(A)<5(B)

(b) 6 (AUB)<S(A)+5(B)+d(A,B).
¢Qué ocurresi AnB = ?

() 6 (A) =0« A={a}

19. Sea (E,d)un espacio métrico, r € R, r > 0, x, € E. Prue-
be que B(X,,r); Bc(xo,7) Y Bor(xo,7) son conjuntos acotados.

20. Sea el espacio métrico (R, d;) ysean A, B subconjuntos no
vacios de R. Determine dy(A,B).

21. Sean A=[01) y B =(14] subconjuntos de R. Calcule la dis-

tancia de A a B usando
(a) la métrica usual,
(b) la métrica discreta.

*22. En el espacio métrico (R™,d,), p > 1, pruebe que todo hi-
percubo H es acotado.

23. Sean Ay B conjuntos acotados en un espacio métrico (E,d).
Demuestre que A U B esun conjunto acotado.

Deduzca que una union finita de conjuntos acotados en E es un
conjunto acotado.

24. Sea (R,| |)ysea A=1[0,1] € R. Pruebe que A es total-
mente acotado.

25. ¢Es la unién de dos conjuntos totalmente acotados un conjun-
to totalmente acotado?
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26. Sea (E,d) un espacio métrico y sean Ay B subconjuntos no
vacios de E tales que A S B S E. Si B es totalmente acotado. De-
muestre que A es totalmente acotado.

27. Pruebe que en un espacio métrico discreto, un conjunto es to-
talmente acotado si y solo si es finito.

28. Dado R? con las siguientes métricas, determine y represente
graficamente las bolas B(x,, 1), B.(Xg,7), B,-(xs, 1), donde
X, =(0,0)y r=1:

(a) dZ(‘)—e'}_j) = [ %:1(9(1' — yl-)z]l/z

(b) d1(55»}7) = 12=1|xi — yil

29. Sean (E,d)un espacio métrico, re€R, r>0, x, EE.
Pruebe que

(@) B(xo,7) S Bc(xo,7)

(b) Bor(x0,7) S Be(x0,7)

(€) Bor-(x,7) = Bc(x0,7) — B(x0,7)
(d) B(xo,m) N Bor(xo,7) =0

30.Sea f:(E,d) — (E',d") unaisometria. Demuestre que

(@) f~1 es una isometria.

(b) d esdiscreta < d' es discreta.
(©) 1) f(B(xo,) = B(f (x0),7)
i) f(Bc(xo,7) = Be(f (%), 1)

iii) f(Bor(xo: T)) = Bor(f(xo): T)
(d) AesacotadoenE < f(A) esacotado en E’.
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2.1. Sucesiones en un espacio métrico

Recuérdese que una sucesion de numeros reales es una funcién
x: N — R que a cada nimero natural n le hace corresponder el nime-
ro real x(n), que usualmente se denota por x,,. Normalmente, en vez
de utilizar la notacion funcional, se usa la notacion con subindices:
X = (X)neny = (x,,). Se designa con x, al n-ésimo término de la
sucesion. Una sucesion de este tipo se llama sucesion infinita de nime-
ros reales, pues el dominio es el conjunto de los nimeros naturales y el
rango son los nimeros reales (ver Ascheriy Reid, 2008, capitulo 3).

Definicion. Sea (E, d) un espacio métrico arbitrario. Se llama su-
cesion de puntos de E a toda funcion x:N — E que a cada numero
natural n € N le asigna un elemento x(n) =x €E. La sucesion se

Not
denota por x = (xp)neny = (X5)-

Ejemplos
Sea (R,| |). Entonces, las siguientes son sucesiones de niimeros
reales:

1) x, = % para todo n € N, esto es,

11 1
x=(xn)= <1,E,§,..., H'>

2) x, = (—1)™, paratodo n € N, esto es,
(x) = (=1,1,—-1,-,(=D", )
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Observacion

La funcion x que define una sucesion no tiene por qué ser inyecti-
va, es decir, puede haber n; # n, con x, = x,,. Por ello es que hay
que distinguir entre la sucesion (x,) y el conjunto de términos (o do-
minio de valores o conjunto de puntos imagenes) de la sucesion (x,,).

Si bien la sucesidn tiene una infinidad de términos, el dominio de
valores puede ser finito. En el ejemplo 2, el dominio de valores es el
conjunto finito {—1, 1}, mientras que en el ejemplo 1 es el conjunto

infinito {% ‘ne N}.

Definicion. Se dice que la sucesion (x,,) de puntos de E converge
a un punto x, € E si la sucesion de nimeros reales (d(x, ,x,))

converge a cero; es decir,

Xp — Xy © d(x,,x5) ——0
n — oo n — oo

neN

Se dice en este caso que x, es el limite de (x,,) y se nota

xXo = lim x,
n—-oo

Observacion
X, — X, Si y solo si para todo € > 0 existe ny(e) € N tal que
n — oo

d(x, ,xy) < esin >ngy(e).

O equivalentemente,

X, — Xo© Ve>03Any(e) EN : Vn >ny(e) x, € B(xy,€)

n — oo

Ejemplo
En (R,| 1), se considera la sucesién x, = % para todo n € N.

1 . 1
Entonces, x,, = - 0, o sea, llmn%o; =0
n — oo

En efecto, sea ¢ >0 cualquiera. Se debe probar que existe un nd-

1

mero n, (s)e N tal que |- — o‘ _t < g siempre que n>n,.
n n
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Por la propiedad arquimedeana, existe n, € N tal que n, >1/¢.

Luego, paratodo n>n, setiene 1 < 1 <eg.
n n,

1
Asi, pues, se ha probado que lim —=0.

n—-o N

Proposicion 1. Sea (E,d) un espacio métrico y sea a € E. Si
X, = a € E, paratodo n € N, entonces lim,,_,,, x, = a.
Demostracion 1. Se debe probar que dado & > 0 existe
ny(e) € N tal que d(x,,a) < € sin > ny(e).
Seae > 0.Como x, =a € E, paratodo n € N, entonces
d(x, ,a) =d(a,a) =0 < g, cualquierasea n € N,

de donde,
d(x, ,a) <&, paratodon € N

y, por lo tanto,
lim x, = a
n—-oo
Demostracion 2. Sea € > 0. Como x,, = a € E, paratodo n € N
y a € B(a, ), entonces se tiene que x, = a € B(a,&), para todo
n € Ny, por lo tanto, lim,,_,, x,, = a.

Proposicion 2. Toda sucesion (x,) convergente de puntos de un
espacio métrico (E,d) es acotada, esto es, el dominio de valores de
una sucesioén (x,) convergente de puntos de E es un conjunto acotado.

Demostracion. Sea (x,) una sucesién de puntos de E convergen-
te aun punto x, € E, 0 sea, x, = lim,,_,, x,,. Se designa con

Z={x,:neN}= {x,x,}

y se debe probar que Z es acotado, esto es, que 6(Z) < oo.

Como x, = lim,,_,, x,, para todo € > 0 existe ny(c) € N tal que
sin > ngy(e) entonces d(x,, ,x,) < €. En particular, para ¢ = 1 existe
ny(1) € N tal que si n > n,(1) se tiene que d(x, ,x,) < 1, de modo
que si n > ny(1), x, € B(xy, 1),y por lo tanto, a partir de un n, en
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adelante se tienen acotados todos los términos de la sucesion (x,)
{xn:n> ngd € B(xy,1) = ({x, : n>ny}) <8(B(x0,1)) <
<2-1=2)

Solo resta acotar los primeros términos de la sucesién (x,,) que
son un namero finito; se toma

M = max {1,d(x;,x,) }
15157’10
Asi, (x,) es acotada. En efecto, para todo n € N d(x,,x,) < M.

Luego, sean x;x; € Z (i,j € N); usando la desigualdad triangular,
resulta

d(xi,xj) < d(x;x) + d(xo,xj) <M+ M= 2M, para todo
x;,xj € Z (i,j €N).
Por lo tanto,
sup {d(x;,%)} = 6(Z2) <2M < o

Xi X €Z

Esto es, 6(Z) < oo.

Observacion

En general, la reciproca de la proposicion anterior no es cierta; es-
to es, existen sucesiones acotadas que no son convergentes. En el
ejemplo 2, el dominio de valores es el conjunto finito {—1,1} y por lo
tanto, (x,,) es acotada. Pero (x,,) no es convergente. Se pueden si ex-
traer subsucesiones convergentes. Por ejemplo,

(-1, ---,—1, ---) que converge a —1

y
(1, 1,---,1, ---) que converge a 1.

2.2. Subsucesion

Sea n: N — N una funcidn estrictamente creciente y sea la funcion
x: N — E. Se considera la siguiente composicién de funciones

n X
N— N —F
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tal que
k — n(k) = n— x(n(k)) = Xn, € E
Not Not
Esto es,

xon= (xn) o = (xn,):
Not

Asi, si se llama
y=xon:N—FE talque k — x,, = y,
entonces

Y= (Vken = (xnk)keN

Definicion. Sea x = (x,),en Una sucesion de puntos del espacio
métrico (E,d) y sea n = (ny),ey UNa sucesion estrictamente crecien-
te, 0 sea, una sucesion de nimeros naturales con la propiedad

kl < kZ - nk1 < nkz
Entonces, y = (V) ken = (xnk)kEN se denomina subsucesion de

X = (Xp)nen-

Ejemplos. En (R,| |).

1) Sea x, = % paratodo n € N y n, =2k -1, paratodo k € N
Entonces,
(xon)(k) = x(n(k)) = xQ2k - 1) = ZL paratodo k € N.

k-1

Luego,

1
Y= den = (xnk)keN - (Zk - 1)keN

es la subsucesion que consiste en todos los términos impares de la su-

cesion (x,) = (%) .
nenN
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2) Sea x, = (—1)", paratodo n€ Ny n, =2k—-1, para todo
k € N.

Entonces,

(xon)(k) = x(n(k)) = x(2k —1) = (-1)?*71, para todo
k € N.

Luego,

Y= idken = (xnk)REN = (D Vpeny = (=1,-1,-+)

es una subsucesion de (x,) = ((—1)™),en-

Proposicion 3. Si el lim,_q, x, = x, ¥ (x,,) €s una sucesion de
(x,), entonces limy_, Xy, = Xo; €sto es, una subsucesion de una suce-
sion convergente es también convergente y converge al mismo limite.

Demostracion. Dado € > 0, por hipétesis, existe n,(e) € N tal que
sin > ny(e) entonces d(x,, ,x,) < €.

Como la funcion n: N — N es estrictamente creciente entonces es
inyectiva, de donde, existe k, € N tal que n,, > n,. Pues si no fuera
asi, entonces n,, < n,, paratodo k, € N; luego, el dominio de valores
de n = (ny) ey Seria finito y, por lo tanto, la aplicacion k — n; de N
en N no seria inyectiva, pues en este caso se tendria que
ki # k, le corresponderian n,, = ny,.Y, por lo tanto, no seria es-
trictamente creciente.

Luego, existe k, € N tal que n,, > n,. Asi, para todo k > k, es
ny, > nyg, > ng, de donde, paratodo k > k, es ny > n, y por lo tanto,

es d(xy,, ,%o) < & cualquierasea k > ko. Asi, limy_oxn, =X .
Proposicion 4. Si lim,_,, x, = x, = lim,_ y,, entonces la su-
cesion xq,y1, X2, Y2, ***» Xn, Vn, **+ CONVErge a x,.
Demostracion. Sea

(Z‘n) = (xll Y1; xZ; }’2; o ;xn; yn: o )
Dado € > 0, por hipotesis,
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existe n,(e) € N tal que paratodo n > n,(¢), x, € B(xy,¢)

y
existe n,(e) € N tal que paratodo n > n,(e), y, € B(xy,¢€)

Se toma
ny = max{n, ,n,}.
Entonces,
Xn, Vn € B(xy,€), paratodo n > ny(e)
es decir,

Z, € B(xy,€) sin > ny(e),
esto implica que
lim, ., z, = X,.

2.3. Limite en el producto cartesiano

Sean (X,d,) e (Y,d,) dos espacios métricos y se considera el pro-
ducto cartesiano de X e Y; es decir,

XxXY={(x,y):xeX,yeY}
Dados x = (x1,%,), y = (y1,¥,) € X X Y, se define

2 1/2
Z diz(xi: Yi)
i=1

Entonces, (X X Y,d) es un espacio métrico que se llama espacio
producto cartesiano de los espacios X e Y.

Se deja a cargo del lector demostrar que (X X Y, d) es un espacio
métrico.

Esta métrica es una generalizacion de la métrica euclidea de
R? = R X R, pues en este caso seria

i(xi — ¥i)?

d(x,y) =

1/2

d(x,y) =
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Teorema 1. Sean (X, d,) e (Y, d,) dos espacios métricos y se con-
sidera el producto cartesiano(X x Y, d). Entonces, la condicion necesa-
ria y suficiente para que z, = (x,,,v,) converja a z = (x,y) es que
lim, e X, = x Y lim, 0, ¥, = .

Demostracion. Supongase que lim,,_,, z, = Zz.

Sea &>0. Por hipotesis, existe ny(e)eN tal que
d(z, ,z) < e paratodo n > ny(e).
Como
di(Xp,x) <d(z,,2) <ey dy(yny) <d(z,,z) <e para todo
n > ny(e), se tiene que
d;(xp,x) <ey d,(y,y) <e siempreque n > ny(e)
lo que implica que

Xn——X € y,—>Y.
n-oo n—-oo

Reciprocamente, por hipotesis,
limn_)oo Xn=XxY limn—wo Yn=Y
Sea € > 0. Entonces,

existe n, (&) € N tal que paratodo n > n, (&) es d; (x,, x) < 8/\/7

y
existe n,(e) € N tal que si n > n, (&) entonces d, (v, y) < 8/\/7

Luego, tdmese
ny = max{n, ,n,}.

Asi pues, paratodo n > ny(e)
Ay () <Ef 5 Y doOmy) <€/

De donde, paran > n, se tiene

d(z,, z) = \/df(xn,x) + di(yn,y) <+J2€2/2=¢
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En consecuencia

z, — z, siendo z, = (x,, V), z = (x,y).

n—oo

2.4, Ejercicios propuestos

1. Demuestre que una sucesion de puntos del espacio métrico
(E,d) no puede converger a dos limites distintos. En otras palabras,
pruebe que si el limite de una sucesion de puntos de un espacio métrico
(E, d) existe, entonces es unico.

2. Sea R con la métrica usual. Pruebe que
(@) Si x, — > Xoen R, entonces existe k >0 tal que |x,| < k
para todo n € N.

(b) Si lim x, =a >0, entonces existe n, € N tal que para todo
N—00

n>ng, X,>0.

Analogamente, si lim x, =b <0, entonces existe n, € N tal que
nN—o0

paratodo n>ngy, X, <0.
(c) i) Sean (xn) e (yn) sucesiones convergentes. Si X, <Y, para
todo n € N, entonces Ilim x, < lim vy,.

n—o0 n—0
i) Sean (x,) e (y,) dos sucesiones tales que X, <Y, para

todo n € N. Supdngase ademas, que ambas sucesiones son

convergentes. (Es cierto que lim x, < lim y,?
N—o0 N—o0

(d) Sea (xn) una sucesion convergente. Si X, >a para todo

n € N, entonces lim x, >a.
nN—o0

() Si (x,), (v,), (z,) son tres sucesiones que verifican
i) existe n, € Ntalque x, <y, <z,, paratodo n>ny
i) limx, =limz =L.
Demuestre que (y, ) también es convergente y que lim y,=L.
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3. Sean (x,) e (y,) sucesiones de un espacio métrico (E, d) tal
que
d(x,,y,)<1/n,n € N.

Demuestre que si (X, )converge a X,, entonces (y,) también
converge a X, .

4. (a) Sean (rn) una sucesion de numeros reales positivos conver-
gente a cero y (xn) una sucesion en (E,d) tal que para cada n,
X, € B(x,r,) con x € E . Entonces, pruebe que x, — > Xen E.

(b) Siena)secambia B(x,r,) por B.(x,r,) 0por B,,.(x,1,),
¢sigue valiendo la misma conclusion?

5. Sean (x,;)nen © ()nen SUCESIONES cOnvergentes a x e y, res-
pectivamente, en R con la métrica usual. Pruebe que

(@) x, +Yy, convergeax + yenR.
(b) x,-y, convergeax-yenR.

1 :
(c) — converge a kS en R, siempre que X, =0 para todo
X X

n

neNy x=#0.

*6. Sean (E,d) un espacio métrico, A un subconjunto no vacio de
Ey d=d(x,A), siendo x un punto de E. Pruebe que existe una suce-

sion (x,)< A tal que d, =d(xn,x)wd en (R,| ).

*7. Sean (E, d) un espacio métrico, A y B subconjuntos no vacios
de E'y d =d(A B). Pruebe que existen una sucesién (a,)c A y una

sucesion (b,)c B tal que si d, =d(a,,b,), entonces dy ———d
en(R,| D).
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8. Sea (x,,),en UNa sucesion de R* con la métrica euclidea, donde
Xn = (Ay,, Az, Ak,)- Pruebe que X, —>X, con
x = (ay,az,+, ) siy solo si a, ——>a; para todo indice j, con
1< j<Kk.

9. Sea (E, d) un espacio métrico arbitrario. Pruebe que si el domi-
nio de valores de una sucesion (x,) de puntos de E es un conjunto
finito, entonces la sucesion contiene una subsucesién convergente.

10. Sea (x;)ney Una sucesion mondtona de R con la métrica

usual. Pruebe que (x,),en €S convergente si'y solo si (x,),en €S aco-
tada.
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3.1. Topologia de los espacios métricos

En los espacios metricos se encuentran ciertos subconjuntos que
tienen propiedades especiales y que se consideran conceptos indispen-
sables para un estudio riguroso del Anélisis Matematico.

En este capitulo se presentan las definiciones, notaciones y propie-
dades basicas de tales nociones. Ademas, se introduce el concepto de
subespacio de un espacio métrico.

3.2. Clausura de un conjunto

Definicion. Sea (E,d) un espacio métrico y A un subconjunto de

E. Se designa por A a un subconjunto de E, llamado clausura (o cierre
o0 adherencia) de A, definido del siguiente modo:

Un punto x € E pertenece al conjunto A siy solo si existe una su-
cesion (x,,) de puntos de A tal que x,, —— x. Es decir,
n—->oo

Az{xEE: existe (x,) € A : xn—>x}.
n—-oco

Los puntos del conjunto A se llaman puntos clausura de 4 o pun-
tos adherentes de A.

Ejemplo
Sea en el espacio métrico (R,| |), el conjunto

a={12, 2} R
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Considérese la siguiente sucesion de puntos de A: (x,) = (%) En-

tonces, ~ —— 0, de donde, 0 € A. Pero también se puede tomar como

n n-oo
sucesion de puntos de A aquella que sea constantemente igual a un

elemento de A, que converge a ese elemento de A. Esto es, param € N

fijo, sea x,, = % € A, paratodo n € N, de modo que x,, = %—>i, y

n—-oo M

esto se hace para cada m € N. En consecuencia, todo punto de A es
también punto de 4.
Asi, A =AU{0}.

Teorema 1. En (E,d), x€A si y solo si para cada
e>0, B(x,e) NA 0.

Demostracion. Seane >0 y x € A. Entonces, existe una suce-
sién (x,) de puntos de A tal que x,, — x. Esto es, x,, € A, para

n—-oo

todo n € N y existe ny(¢) € N tal que para todo n > ngy(e),
X, € B(x,¢). De donde, x, € B(x,&) N A a partir de un cierto ny(¢)
y, por lo tanto, B(x, &) NA # Q.

Reciprocamente, por hipotesis, paracadae > 0 B(x,e)NA +# 0.

Asi, se puede afirmar que para € = % B (x, %) NA # @ parato-
don € N.

De donde, existe x,, € B (x, %) N A para todo n € N. Queda asi

construida una sucesion (x,,) de puntos de A.
Ademas, por la propiedad arquimedeana, para cada &€ > 0 existe

1
ny, € Ntalque — <.
No
1 1
Luego, paran >n, es d(x,x) < ~<—<g¢ 0 sea, para
0
do n > ngesd(x,,x) < e locual implica que x,, — x.

n—oo

Por lo tanto, x € A.

Observacion
El teorema 1 se puede enunciar del siguiente modo:

x & A siysolosiexiste € > 0tal que B(x,e)NA=0.
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Ejemplo
Sea en el espacio métrico (R,| |), el conjunto

1

A= {1'%'...'11'...} c R

Sesabe queen (R,| |),B(x,e) = (x—¢,x+ ¢) paratodo e > 0.
Sea a € A. Entonces, como a € (a —&,a+ €) cualquiera sea

€>0, setiene que (a —&,a+¢)NA # @, de donde, a € 4; esto es,
todo punto de A es un punto del conjunto A.

Ademés, 0 € A. En efecto, dado & > 0, por la propiedad arquime-
deana, existe n, € N tal que n—lo < &. Luego, como —e <0< L<e

no
para algin n, € N y ni € A, entonces (—&,e) N A # @ para todo
0
€ > 0, de donde, 0 € A.

Por lo tanto, 4 = A U {0}.

Propiedades de la clausura de un conjunto

Sea (E, d) un espacio métrico y sean A, B € E. Entonces, son va-
lidas las siguientes propiedades:

1) AC A.

Sea x € A. Tomando x,, = x para todo n € N, se tiene que existe
una sucesion de puntos de A tal que x,, —— x; en consecuencia, x € A.
n—-oo

Sin embargo, no siempre A € A. En efecto, en el ejemplo anterior
setieneque 0 EAy 0 ¢ A.

2) A C B entonces A € B.

Sea x € A. Entonces, existe una sucesion (x,,) de puntos de 4 tal
que x,, — x. Como A € B entonces, existe una sucesion (x,) € B

n—->oo

tal que x,, —— x. En consecuencia, x € B. Luego, 4 € B.

n—->oo
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3) ¢ =0.

Se supone, por absurdo, que @ # @. Entonces, existe x € @, de
donde, dado € > 0, B(x, &) N @ # @, lo cual es absurdo. Luego, @ = @.

4) E =E.

Por la propiedad 1, E € E 'y, por la definicion de clausura, E € E,
de donde, E = E.

5) ) = {x), paratodo x € E.

Por la propiedad 1, {x} < {x}. Luego, resta probar que {x} < {x}.

Sea p € {x}. Entonces, existe una sucesion (x,) < {x} tal que
X, — p, de donde, x,, = x paratodo n € N, tal que x,, — p.

n—oo n—oo

Por lo tanto, x,, — x tal que x,, — p. Luego, por unicidad del
n—->oo n—-oo
limite de una sucesién, p = x, de donde, p € {x}. Por consiguiente,

{x} < {x}.

6) ANBS ANB
Como ANBSA y ANnBCB, por la propiedad 2, resulta
ANBCSAYyANBCB.Luego, ANB S ANB.

7) Nie; 4; S N;e; 4;, cualquiera sea el conjunto de indices 1.

Para cada j € I, N;¢; A; € Aj, de donde, para cada j € I, por la
propiedad 2, N, A; € 4; Y, por lo tanto, Ne; A; S Nje; A;. Susti-
tuyendo j por i, N;e; A; S Nier A;.

8) AUB = AUB.
Como ACAUB y BS AUB, por la propiedad 2, resulta
ACAUBYBC AUB,entonces AUB S AUB.

Por otro lado, sea x € AU B. Entonces, existe una sucesion
(x, )€ AUB tal que x,——x, de donde, existe

n—-oo

ng<n, < .- <my <--tal que para todo k €N, x, €A o bien

62 |



ESPACIOS METRICOS

Xn, € B y limy_,o, x,, = x pues (x,,) es una subsucesion de (x,).
Entonces, en el primer caso x € 4 o bien, en el segundo x € B. Luego,
x €AUB.

9) U;er A; € Uje 4;, cualquiera sea el conjunto de indices 1.

Para cada j € I, Aj € U 4;, entonces, por la propiedad 2, para
cada j €1, A; S U A; Y, por lo tanto, Uje; 4; S Ujer A;. Sustitu-
yendo j por i, Uie; 4; € Use/ A;

La demostracion de las siguientes propiedades se dejan como ejer-
cicio para el lector (ejercicios 2-e) y 2-f))

10) A—-BSA—B

1) A=4

3.3. Puntos de acumulacién y puntos aislados

Definicion. Sea (E, d) un espacio métrico y A un subconjunto de
E. Se dice que x € E es un punto de acumulacion de A si existe una
sucesion (x,) de términos distintos dos a dos en A, es decir, existe
(x,) S Aconx; # x; sii # jtal que Xn X

Definicion. Sean (E, d) un espacio métrico y A un subconjunto de
E. El conjunto de todos los puntos de acumulacion de A se llama el
derivado de A, y se designa A’ 0 A%.

Definicion. Sean (E,d) un espacio métrico y A un subconjunto
de E. Un punto x € A que no es punto de acumulacién de A se dice
punto aislado.

Ejemplos
1) Sea (R,| |ysea4 :{1%%}g R
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El Unico punto de acumulacién de Aes el punto 0. En efecto,
0 €A’ pues existe (x,)= (i) C A con %;t} si i#j tal que

1 0. Todos los puntos de A son aislados, por lo tanto, A" = {0}.

n n-oo

2) Sea (R, dr). Entonces, todos los puntos de R son puntos aisla-
dos.

La pregunta que surge es: ;cudles son las Unicas sucesiones con-
vergentes en (R, d)?

Sea (x,,) € R tal que x,, — x. Entonces, para cada € > 0 existe

n—>oo

ny(e) € N tal que paran > ny(e) es dy(x,, x) < &. Como esto es va-
lido para todo € > 0, se toma € = % Entonces, dr(x,,x) <% para
todo n > ny(¢), es decir, dr(x,,x) = 0 para todon > ny(¢), luego,
X, = x paratodon > ny(e).

Luego, las Unicas sucesiones convergentes en (R, d;) son las que
tienen la cola constante. Por lo tanto, R’ = @.

Teorema 2. En un espacio métrico (E,d),sea A C E.
x € A'siysolosiparacadae > 0es (B(x,e) —{x}) n A # Q.

Demostracion. Sea € > 0 y sea x € A'. Entonces, existe una suce-
sién (x,,) de elementos de A distintos dos a dos, tal que x,, — x. Es-
n—->oo

to es, existe ny(e) € N tal que paratodo n > ny(¢) es x,, € B(x, ¢).

Como (x;,,) es una sucesion de puntos de A distintos, es claro que
entonces debe ser para todo n > ny(¢) x,, € B(x,€) y x,, # x, es de-
cir, para n > ny(¢) se tiene x, € B(x, &) — {x}. Pues en caso contra-
rio, habria infinitos términos de la sucesiéon (x,,) iguales a x, en con-
tradiccion con x; # x; si { # j. Supdngase que para un n > n,, diga-
mos ny, se tiene x,,, = x. Entonces, para todo n > n, debe ser x, # x,
pues si existiera un  n > ny, digamos n,, para el cual x,, = x, enton-
ces se tendria que x,, = x = x,, con n, > n,, en contradiccion con
que los términos de la sucesion (x,,) son distintos dos a dos.

Luego, (B(x, &) —{x}) n A # Q.

Reciprocamente, sea & = % n € N. Entonces, por hipdtesis,
(B(x,1) —{x})) nA # @. Luego, existe x; € (B(x,1) —{x}) n A4;
estoes, x; € B(x,1), x; # xyx; € A.
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Se toma
&, = min {%, d(x, xl)}.

Como, por hipotesis, (B(x,8,) —{x}) n A+ @, entonces existe
X, € (B(x,8,) —{x}) n A;estoes, x, € B(x,8,), x, #x Y x, € A.
Ademas, x, # x;. Pues si x, = x,, entonces de la desigualdad
triangular resulta
d(x,x;) < d(x,x;) +d(xy,x1) <6,

que contradice la definicion de &,.
Repitiendo este procedimiento, se toma
1
8, = min {;,d(x, xn_l)}
y entonces
Xn € B(x,68,), Xy #X, X, €AY x, #x, k=1,--,n—1.

Se continGa con este procedimiento quedando asi construida una
sucesion (x,,) de puntos de A con x; # x; sii # j y x, € B(x, 5,,) para
todon € N.

Ademas, por la propiedad arquimedeana, para cada € > 0 existe
n, € N tal que % < &. Luego, para todo n > n, se tiene

1 1
d(xn,x)<6nSE<n—0<£

de donde, x,, — x.

n—->oo

Observacion
Sean (E, d) un espacio métrico y A un subconjunto de E. x € A’ si

ysolosiparacadae >0 B(x,e) N A+ {x}yB(x,e)n A # Q.
La demostracién es inmediata. De aqui se deduce el siguiente teo-
rema.

Teorema 3. En un espacio métrico (E,d), sea A un subconjunto
de E. Un punto x € A es punto aislado de A si y solo si existe € > 0 tal
que B(x, &) N A = {x}.
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Demostracion. Por definicidn, un punto x € A es punto aislado de
Asiysolosix & A"y por la observacion anterior, existe &€ > 0 tal que
B(x,e) N A = {x}.

Teorema 4. Sean un espacio métrico (E,d) y A < E. Si x es pun-
to de acumulacion de A, entonces toda bola centrada en x contiene
infinitos puntos de A.

Demostracion. Supdngase que existe una bola centrada en x y ra-
dio r > 0 que contiene solo un nimero finito de puntos de A distintos
de x.

Entonces

(B,r)—{x}) N A = {x3, x5, , x5}

Se toma
¢ = min {d(x, x;)}
1<isn

Entonces, B(x, &) sera una bola centrada en x que no contendra
ninguno de los puntos x4, x5, :*-, x,, Y tampoco contiene a ningun punto
de A distinto de x, entonces

(B(x,e) —{x}) n A= 0.
Esta conclusion contradice que x sea un punto de acumulacion de A.

Corolario. Todo conjunto con un niumero finito de puntos no tiene
puntos de acumulacion.

Observacion

Que un conjunto tenga infinitos puntos no implica necesariamente
que posea puntos de acumulacion.

Por ejemplo, sea (R,| |) y se considera N como subconjunto de
R. N es un conjunto infinito pero carece de puntos de acumulacion.
Estoes, N' = @.

Propiedades del conjunto derivado

Sea (E, d) un espacio métrico y sean A y B subconjuntos de E. En-
tonces, son validas las siguientes propiedades:

1) SiA < Bentonces A" € B'.
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Sea x € A'. Entonces, existe una sucesion (x,,) de términos distin-
tos dos a dos en A, tal que x,, — x. Como, por hipoétesis, A S B en-
n—oo

tonces existe una sucesion (x,) € B con x; # x; si i #j tal que
x, — x, de donde, x € B'.

n—oo

2) (AU B) =AUB.

Como A€ AUB Yy B < AUB, aplicando la propiedad 1, se ob-
tiene que A'€(AUB) y B'C (A U B)', es decir,
A'UB' € (A U B)'.

Para la inclusion opuesta, si x € (A U B)' entonces existe una su-
cesion (x,) SAUB con x; # x; si i # j tal que x, —x Luego,
existe ny <n, < .- <my <--tal que paratodo k €N, x, €40
bien x,, € B, y limy_e x,, = x pues (x,,) es una subsucesion de
(x,,). Entonces, en el primer caso x € A’ o bien, en el sequndo x € B'.
Luego, x € A" U B’,por lotanto, (A U B)' € A’ UB'.

Se concluye que (A U B)' = A" UB'.

3) Uier A7 € (Ui 4; ), cualquiera sea el conjunto de indices 1.
Se deja la demostracién como ejercicio (ejercicio 2-a))

4) (AnB) € A nB'.

Como ANB<SA y AnBc<B, por la propiedad 1,
(AnB)Y cA'y (An B) €B'.Luego, (A N B) cA'nB'

5) (Nier4)" S Nye; A4, cualquiera sea el conjunto de indices 1.

Se deja la demostracién como ejercicio (ejercicio 2-b))

6) A=AUA.

Si x € A, entonces para todo € > 0 B(x, &) N A # @, es decir, ca-
da bola abierta de centro x interseca a A en un punto, digamos y.

Puede suceder que vy = x, entonces como x € A, sigue que
x € AUA"
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O bien que y # x, entonces y € (B(x,&) —{x}) n A para cual-
quier &> 0y en este caso,(B(x, &) —{x}) N A # @ para cualquier
€ > 0. Luego, x € A" pero entoncesx € AU A".

Entodocaso, x € AUA'

Notese que también se verifica la inclusion opuesta. En efecto, su-
pongase que x € AUA', entoncesx € Ao x € A'.

Six € A, esclaroque x € A.

Six € A', entonces paratodo € > 0 (B(x, &) — {x}) N A # Q. Pe-
ro como cualquiera sea € > 0 B(x,e) —{x} € B(x,&), se tiene que
B(x,e) N A # @ paratodo € > 0y se puede concluir que x € A.

Como se tienen ambas inclusiones, se sigue que A = AU A'.

7) A' C A.

Consecuencia inmediata de la propiedad 6.

8) A=A

Por propiedad de clausura se sabe que A’ € A’. Luego, solo resta
probar que A’ € A’

Sea x € A’. Entonces, para cada &> 0 B(x,e) NA' # @, de
donde para todo € > 0 existe y € B(x,&) N A’, es decir, y € B(x,¢)

y yeA.
Siy = xentonces x € A'.
Supbngase entonces que y # x. Como y € A" entonces, por la

propiedad 7, y € A. Luego, paratodo § > 0 B(y,8) N A # @. Como
esta afirmacion es valida para todo § > 0, en particular es cierta para

§ = min{d(x,y), € —d(x,y)}.

De donde B(y,8) € B(x,&) y x & B(y, ) (ver nota).
Por lo tanto, B(y,8) € B(x, &) — {x}, entonces
(B(x,&) — {x}) n A # @ cualquiera sea ¢ > 0 . En definitiva x € A’

Nota. Si § = min{d(x,y), € —d(x,y)} entonces

B(y,8) € B(x, ¢)

Sea z € B(y,&§). Entonces d(z,y) < §. Luego, usando la de-
sigualdad triangular
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d(z,x) <d(z,y) +d(y,x) <5 +d(y,x) <e—d(xy) +dly,x) =
=

de donde resulta que z € B(x, €). Por lo tanto, B(y,§) € B(x, €).
Ademas, de la definicion de § resulta que x & B(y, 6).

9) A" C A,

Por la propiedad 7, A" € A’ y, usando la propiedad 8, resulta que
A'c A

A continuacion, se estudiaran diversos tipos de conjuntos comin-
mente denominados subconjuntos notables en los espacios métricos.

3.4. Conjuntos abiertos y conjuntos cerrados

Definicion. Un conjunto A € E se dice cerrado en un espacio mé-
trico (E,d) o simplemente cerrado si satisface que A = A.

Observaciones

1. Teniendo en cuenta que siempre se verifica que A € 4, la defi-
nicién anterior puede reformularse como sigue:
Sea (E, d) un espacio métrico. A € E es un cerrado en E si y solo

si ACA.

2. También es posible caracterizar a los cerrados por medio de sus
puntos clausura:

Un conjunto A € E es cerrado si y solo si contiene a todos sus
puntos clausura.

3. Otra caracterizacion muy interesante es:
Un conjunto A € E es cerrado si y solo si cualquier sucesion con-
vergente de puntos de A tiene su limite en A.

Definicion. Sea (E,d) un espacio métrico. Un conjunto A € E se
dice abierto en E o simplemente abierto si su complemento, CzA4, s un
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conjunto cerrado, es decir, si CzA = CzA Yy esto es equivalente a decir
que A = Cgz(zA = CCA.

Notaciéon
Ejemplos
1) En un espacio métrico (E, d) se verifica que:
e @y E son conjuntos cerrados.

Enefecto,d =@ yE =E.

e @y E son conjuntos abiertos.

En efecto, C@ = E que esun cerrado y CE = @ que es un cerrado.

2) En cualquier espacio métrico (E,d), paratodo ACE, Ay A’
son conjuntos cerrados.

Enefecto, A=Ay A =A".

3) En (R,| ), todo intervalo cerrado [a, b] es un conjunto cerra-
do.

Se prueba que [a, b] S [a,b].

Supbngase que x € [a, b], entonces x < a 6 x > b.
Se considera el primer caso x < a. Setoma € = 'azﬂ Luego, exis-

te £ > 0talque (x —&,x + &) N [a,b] = @, de donde, x ¢ [a, b].
De manera analoga se trata el caso x > b.

4) En(R,| |),todo intervalo abierto (a, b) es un conjunto abierto.
Se muestra que el complemento del intervalo (a,b) es un cerrado,
es decir que

C(a,b) € C(a,b).

Supéngase que x ¢ C(a, b), entonces x € (a, b). Si se toma

.{M—alw—x@
E=min

2 2

resulta que
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(x—¢&,x+¢) S (a,b).
Luego, existe € > 0 tal que
(x—g,x+¢e)nCla,b) =0.

Por lo tanto, x & C(a, b).

Teorema 5. La unién de dos conjuntos cerrados en un espacio mé-
trico (E, d) es un conjunto cerrado.
Demostracion. Sean A y B conjuntos cerrados en (E, d). Entonces,

A=Ay B = B.Como, por la propiedad 8 de clausura,

AUB= AUB
entonces AU B = A U B, de donde, A U B es un conjunto cerrado.

Corolario. La union de un namero finito de conjuntos cerrados es
un conjunto cerrado.

El lector puede demostrarlo por induccion respecto al nimero de
conjuntos cerrados n aplicando el resultado que se acaba de obtener
para n=2.

Observacion
La unidn arbitraria de conjuntos cerrados no es, necesariamente,

un conjunto cerrado. Por ejemplo, en (R,| |) se considera la familia

de subconjuntos de R, F,, = {3} .
ne

n

Cada F,, n € N, es un conjunto cerrado, de donde F, = E,, para
todo n € N y entonces

r=Ur=foner)

neN neN

Por otro lado, como

UFnz{%:neN}z{O}U{%:neN}

neN
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OEUFn

se concluye que U,y F,, NO €s un conjunto cerrado.

Teorema 6. En cualquier espacio métrico, la interseccién de un
namero arbitrario de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

Demostracion. Sea {F,};c; una familia cualquiera de subconjuntos
cerrados de (E, d).

Paracadai € I, F; = F; y, usando la propiedad 7 de clausura, re-

sulta que
e -0

i€l i€l i€l
y como la inclusién opuesta siempre se verifica, se concluye que

Nier Fi = Nier Fi

Teorema 7. En un espacio métrico (E,d), la unién de un nimero
arbitrario de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

Demostracion. Sea {A;};c; una familia arbitraria de conjuntos
abiertos de (E,d). Por hipdtesis, para cada i € I, CA; es un cerrado.
Por las leyes de De Morgan (ver Ascheri y Reid, 2008, capitulo 1), se
tiene que C(U;e; 4;) = N;e; CA;, siendo este Gltimo un conjunto cerra-
do segun se demostro en el teorema 6, ya que cada CA; €S un conjunto
cerrado. Luego, U;¢; A; €S un conjunto abierto pues su complemento es
cerrado.

Teorema 8. En un espacio métrico (E,d), la interseccion de un
namero finito de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

Demostracion. Sean A;, A, ,-+ , A, conjuntos abiertos de (E, d).
Para cadai = 1,2,-:-,n, CA; es un conjunto cerrado por ser cada 4; un

conjunto abierto. Como
n n
(1)U

i=1 i=1
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entonces, por el corolario del teorema 5, Uj~; CA; es cerrado, de donde,

C(N7, A;) es cerrado y, por lo tanto, NT-, 4; es abierto.

Observacion

La interseccion de un ndmero infinito de conjuntos abiertos no
siempre es un conjunto abierto.

Por ejemplo, en (R,| |) se consideran los siguientes subconjun-

tos abiertos de R, G, = (—% —) para cadan € N. Luego,

11

Nnen Gn = Npen (—— —) = {0} (ver nota).

TlTl

De aqui se deduce que N,y G, €S un conjunto cerrado de R.

()=
neN

Supdngase que x ¢ {0}, entonces x # 0, de donde, |x| > 0. Por la
propiedad arquimedeana, existe n, € N tal que ni< |x|, de donde,
0

Nota

existe n, € N tal que x > L ox< —i y, por lo tanto, existe n, € N
)

tal que x ¢ (—i n—) pero esto S|gn|f|ca que x & Npen (—— _) De

No
este modo, se ha probado que

Nnen (—7.3) < {0},

Reciprocamente, sea x € {0}, entonces x = 0. De donde,

11 11
x € (_Z'Z) paratodo n € N, luego x € Npey (—; —) Por lo tanto,

03 € N (—3.7):

TLTL

Observacion
Los teoremas dados anteriormente son un ejemplo del Ilamado
Principio de dualidad en topologia: “A todo teorema sobre conjuntos
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cerrados le corresponde, en virtud de las leyes de De Morgan, un teo-
rema sobre conjuntos abiertos”.

3.5. Interior de un conjunto. Entorno. Frontera de un conjunto

Definicion. Sea (E,d) un espacio métrico y sea un conjunto

A C E. Se llama interior del conjunto A y se lo nota Int(A) o A, al
conjunto

A= c(ca)
Observaciones

1. En un espacio métrico (E,d), sea A € E. El interior del con-
junto A es un conjunto abierto.

En efecto, por definicion de interior, CA= CAy CA es un conjun-

to cerrado, de donde, A es un conjunto abierto.

2. En un espacio métrico (E,d), para todo conjunto A € E se sa-

tisface que ACc A.
En efecto, como

CAcCA
entonces CCA S CCA = A. Luego, AC A.

3. Sean (E,d) un espacio métrico y A € E. Analizando la defini-
cién de interior de un conjunto A se puede concluir que:
Sea x € A, x € A siysolo siexiste e > 0 tal que B(x, ) € A.

En efecto, supongase que x € A , entonces x ¢ CA, que es equiva-
lente a decir que
B(x,e) N CA =0 paraalgin e > 0.

Y esto implica que existe & > 0 tal que B(x, &) € A.
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4. Sea (E,d) un espacio métrico y A € E. Los puntos que perte-
necen al interior del conjunto A se llaman puntos interiores del conjun-
to A.

5. En un espacio métrico (E,d), un conjunto A € E es abierto siy

solo si A=A, o equivalentemente, para todo a € A existe & > 0 tal
que B(a, ) € A.

A es abierto si y solo si CA es cerrado, es decir, CA = CA, que es
equivalente a decir que 4 = C(CA) = A.

Esto que se acaba de demostrar significa que un conjunto A es
abierto si y solo si todos sus puntos son interiores.

o
Teniendo entonces presente que siempre se verifica AC A, se
puede reformular 5 como sigue:

A es abiertosiysolosiA € A.
Luego, A es abierto si y solo si paratodo a € A existe e > 0 tal
que B(a, ) € A.

6. Paratodo subconjunto A de un espacio métrico (E,d) se verifi-

o

ca que A=A

o
Por la observacion 1, Aes un conjunto abierto y teniendo en cuen-

o
o o

ta la observacion 5, se puede afirmar que A=A

Ejemplos

1) En R | D), (ab)=Iab]

Sea x € (a,b). Como (a, b) es un abierto existe £ > 0 tal que
(x—¢&x+¢)<S(a,b) S [a,b]

entonces, (x —&,x+¢) S [a,b] para algin &> 0, de donde,
x € [a, b]°. Por lo tanto, (a, b) € [a, b]°.
Reciprocamente, sea x € [a, b]°, entonces existe € > 0 tal que
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(x —g,x+¢) S a,bl],
de donde, existe € > 0 tal que
as<x—e<x<x+e<h.

Luego, x € (a, b) y se puede concluir que [a,b]° S (a,b).

2) Sea (R,| |)ysea A= {1%%} C R

Sea a € A.Paratodo ¢ > 0, por la propiedad arquimedeana, existe
V2

No

no €N tal que < e&. Luego, existe ny,eN tal que

a<a-+ g <a+e¢&, por consiguiente, cualquiera sea &> 0,
0

a+§e(a—e,a+e)paraalgunn06N y a+§6£A. Por o tanto,
0 0

a ¢ A. Y como esto es valido cualquiera sea a € A, se concluye que
A=0.

Definicion. Sea (E, d) un espacio métrico y sea x un punto de E.
Un conjunto A € E es entorno del punto x si x es un punto interior a

A, es decir x € A.

Con mayor generalidad:
Definicion. Sea (E, d) un espacio métrico y sea B un subconjunto
de E. Se dice que un conjunto A € E es un entorno del conjunto B si

B cA.

Observaciones

1. En todo espacio métrico (E,d), cualquier entorno de x € E
contiene un entorno abierto del punto x; precisamente su interior.

Sea un conjunto A € E tal que A es entorno del punto x. Entonces

o o

x € Aycomo A=A entonces x € A. Por lo tanto, A es entorno del

punto x, A esun conjunto abiertoy AC A.
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2. Sea (E,d) un espacio métrico. A es un conjunto abierto si y so-
lo si A es entorno de cada uno de sus puntos.

o
A es un conjunto abierto si solo si A = A lo que equivale a decir

que todo punto de A es punto de A, que es lo mismo que decir que A
es entorno de cada uno de sus puntos.

Ejemplo

En R con la métrica usual, como [-2,0]°=(-2,0) vy
—1 € (—2,0), entonces [—2,0] es entorno de —1.

Por otro lado, como [-1,1]°=(-1,1) y 1 ¢ (—1,1), se puede
afirmar que [—1,1] no es entorno de —1.

Definicion. Sea (E,d) un espacio métrico y A € E un subcon-
junto. Se llama frontera del conjunto A, vy se lo representa Fr(A), al
conjunto

Fr(4) = AnCA.

Observaciones
1. Fr(A) es un conjunto cerrado por ser interseccion de dos con-
juntos cerrados.

2. Como consecuencia de la definicién, el siguiente resultado es
obvio:

Si (E,d) un espacio métricoy A € E, entonces x € Fr(A4)siy
solo siparatodo € > 0,B(x,e)NA # @ y B(x,r)NCA # Q.

Lo que equivale a decir que un punto x € Fr(A) si y solo si toda bola
abierta con centro en x contiene puntos de A y de su complemento.

3. Los puntos que pertenecen al conjunto Fr(A) se denominan
puntos frontera del conjunto A. Un punto frontera de un conjunto pue-
de pertenecer o no a éste.

En el siguiente ejemplo se ilustran los ultimos conceptos y resulta-
dos.
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Ejemplo
En (R,| |), Fr((a,b)) = {a,b}.
En efecto, por definicion, se sabe que

Fr((a,b)) = (a,b) nC(a,b) .

Se puede ver que si x ¢ {a, b} entonces x & (a,b) N C(a,b) .
Supongase que x ¢ {a, b}. Puede ocurrir que

x € (a,b) 6 x € Cla,b].

Si x € (a,b), como (a,b) es un conjunto abierto existe € > 0 tal
que
(x—¢gx+¢) S (ab).

Pero entonces

(x —&g,x+¢e)nC(a,b) =@ paraalgin & > 0.

Luego, x € C(a, b) .

En el segundo caso, si x € C[a, b] entonces x ¢ [a, b].

Como (a,b) S [a,b], por propiedad de Ila clausura,
(a,b) < [a,b] = [a, b]. Luego, como x & [a, b] entonces x ¢ (a, b).

Y por lo tanto, resulta que x € (a, b) N C(a, b). Obteniendo de es-
te modo la inclusién

Fr((a,b)) < {a,b}.

Por otra parte, resta probar que {a, b} € (a,b) n C(a, b),
Sea e > 0 ysetoma

x;=a+4,c0néd = min{g ,b;—a}.
Entonces, x; € (a —¢,a+¢) y x; € (a,b). En efecto,

a<a+6=x1Sa+?=azﬂ<?=b.Luego,xle(a,b).

Ademas,
|x;,—al=|la+6—al = 5S§<e,

por consiguiente,
x; € (a—¢a+¢).
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Paratodo € > 0, se tiene que x; € (a —&,a + €) N (a,b).
Del mismo modo, tomando x, = a — §,coné§ = % puede probarse
que
x, € (a—¢,a+¢)N(C(a,b)paratodo € > 0.
De esto se deduce que dado € > 0

(a—ga+e)n(ab)+0 y (a—¢a+e)nC(ab) # 0.

Por lo tanto, a € (a,b) y a € C(a, b), es decir, a € Fr((a, b)).
Anéalogamente, se comprueba que b € Fr((a, b)).

3.6. Conjuntos densos

Definicion. En un espacio métrico (E,d), un conjunto A C E se
dice densoen EsiA = E.

Observacion. Como cualquiera sea A subconjunto en un espacio
métrico (E, d) es siempre valido que A € E, entonces también se dice
que A esdensoen E si E C A.

Por extension de la definicion anterior se tiene:

Definicion. En un espacio métrico(E, d), un conjunto A € E se
dice denso con respecto a un conjunto B (o también, un conjunto A es
denso en un conjunto B) si B € A.

Lema 1. En un espacio métrico (E,d), si A es un subconjunto de
E que esdenso en E y A € B, entonces B es denso en E.

Demostracion. Por hipétesis, A = E y A € B, de donde, por pro-
piedad de la clausura, A € B entonces E € B. Por lo tanto, B es denso
enE.

Se caracterizan los conjuntos densos en términos de bolas: La idea
de que un subconjunto denso rellena a E se pone de manifiesto en el
resultado siguiente.
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Teorema 9. Un subconjunto A de un espacio métrico (E,d) es
denso en E siy solo si para todo € > 0 se verifica que B(x,e) N A # @
paratodo x € E.

Demostracion. Supéngase que A € E es denso, es decir, A = E.
Esto significa que todo punto de E es punto clausura de A. Esto es
equivalente a decir que paracada x € E B(x,¢) N A # @ cualquiera
seae > 0.

Ejemplos
1) En el espacio métrico (E, d), el conjunto E es denso trivialmen-
te. Es el Unico conjunto cerrado y denso, ya que si A fuese denso y

cerrado, entonces A =A = E.
Pero existen también subconjuntos propios que son densos. El si-
guiente ejemplo comprueba este hecho.

2) Sea R con la métrica usual. Entonces, Q es denso en R, es decir
Q=R
Notese que R € Q.

Sean 7€ R y €>0. Se sabe que en (R, | D),
B(r,e) = (r —&,r + &) y como entre dos nimeros reales existe siem-
pre un ndmero racional, entonces existirA q € Q tal que
q€ (r—¢gr+e)Luegoqg € (r—¢r+¢) N Q cualquierasea € > 0.
Por lo tanto, para todo € > 0 B(r,e) N Q # @. Esto que significa que

r € Q.
3.7. Conjuntos densos en si

Definicion. Se dice que un subconjunto A de un espacio métrico
(E,d) es denso en si si no tiene puntos aislados, es decir, si todos sus

puntos son de acumulacion. Esto es, si A € A'.

Ejemplos

Sea R con la métrica usual.
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1) Un intervalo cerrado o un intervalo abierto son conjuntos den-
S0s en si porque todos sus puntos son de acumulacion.

2) Como todos los puntos del conjunto R son puntos de acumula-
cion, R es denso en si.

3) El conjunto @ de los nimeros racionales es denso en si, pues
todos sus puntos son de acumulacion.

4) Los conjuntos N y Z no son conjuntos densos en si, porque,
ninguno de sus puntos son de acumulacion.

Teorema 10. En un espacio métrico (E, d), la clausura de un con-
junto denso en si es un conjunto denso en si.

Demostracion. Sea A un conjunto denso en si. Por definicion,
A < A'. Por propiedades de la clausura y del derivado

AcA=4A
y por propiedad del conjunto derivado
A c A",
Como se verifica que A’ € 4, entonces A" < (A)'. Sigue que

Ac(4).

Teorema 11. La union de un namero arbitrario de conjuntos den-
S0S en si es un conjunto denso en si.

Demostracion. Sea {A;};c; una familia arbitraria de conjuntos den-
Sos en si; esto es, A; € A; paratodoi € I.

De donde, por propiedad del conjunto derivado,

UaeJas(Ja

i€l i€l i€l

y se obtiene el resultado deseado.
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3.8. Conjunto perfecto

Definicion. Un conjunto A de un espacio métrico (E,d) se dice
perfecto si A es un conjunto denso en si y cerrado.

Observacion
A es un conjunto perfectosiysolosid = A’

En efecto, supdngase que A es un conjunto perfecto. Entonces,
A=Ay AcCA.

Como A’ € A = A, entonces A’ € A. De donde, usando la hipéte-
sis, sigue que A = A'.

Por otro lado, si A = A’, en particular, A € A’, 0 sea, A es denso
en si. Ademas, comoA =4 UA’' = AU A = A, entonces A es cerrado.

Por lo tanto, A es un conjunto perfecto.

Teorema 12. Todo espacio métrico E puede expresarse como la
union de un conjunto perfecto y un conjunto que no contiene ningin
subconjunto no vacio denso en si.

Demostracion. Se designa con D = {D € E: D es denso en si}.

Se llama
C = U D

DeD

Por el teorema 11, € es denso en si y, por el teorema 10, C es den-
SO en si.

Como C es la reunion de todos los densos en si de E, € € C, de
donde, C es un conjunto cerrado. Luego, C es un conjunto perfecto.

Ahora bien, por ser disjunto con ¢, E — C no contiene ningun sub-
conjunto no vacio denso en si.

Ademas, E = CU (E —C).

Observacion

El conjunto @ que es subconjunto de cualquier conjunto es tal que
@' = @, de donde, @ es denso en si. De aqui que en el enunciado del
teorema 12 debe decir “ningtin subconjunto no vacio denso en si”.
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3.9. Subespacio de un espacio métrico

Sea (E,d) un espacio métrico y sea A un subconjunto no vacio
cualquiera de E. En este caso, el conjunto A con la misma funcién d
pero definida para x,y € A también representa un espacio métrico que
se denomina subespacio A del espacio (E, d).

Esto es, la restriccién a A x A de la aplicacién (x,y) — d(x,y) es
evidentemente una distancia en A que se dice inducida en A por la dis-
tancia d en E, que se denota por d4. Se dice también que el par (4,d,) es
un subespacio de (E, d).

Es importante distinguir entre los espacios meétricos (E,d) Yy
(4,dy).

Se estudiard a continuacion cuél es el comportamiento de los
subespacios con respecto a las nociones de adherencia, derivado, inte-
rior y frontera. Se las puede estudiar tanto en A como en E.

Se tratara de dar respuesta a la pregunta: ¢cual es la relacion entre
ambas?

Definiciones

1) Sea (E, d) un espacio métrico y sea A un subconjunto no vacio
cualquierade E.

Para cada conjunto B € A € E, se puede definir la clausura (o
cierre) de B en A, llamada también clausura relativa (o cierre relati-
vo) del conjunto B en A, de la siguiente forma:

Un punto x esta en la clausura relativa del conjunto B en A si
x€A Yy x=Ilim,_,,x, en donde (x,) < B. Esto significa que
x € BN A. El conjunto B n A es, por lo tanto, la clausura relativa del
conjunto B en A y la notaremos B,; esto es,

2) Sea (E,d) un espacio métrico y sea A un subconjunto no vacio
cualquierade E.

Para cada conjunto B € A € E, se puede definir el derivado de B
en el espacio A, llamado también derivado relativo de B en A, de la
siguiente forma:
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Un punto x esta en el derivado relativo del conjunto B en A si
x €AY x =lim,_q x,, endonde (x,) € B conx; # x; sii # j. Esto
significa que x € B¢ n A. El conjunto B¢ n A es, por lo tanto, el deri-
vado relativo del conjunto B en A y lo notaremos BY; esto es,

B$ =BYnA.
3) Se llama interior relativo del conjunto B en A, y se denota con

BOA o0 Int,4(B), al conjunto

B, = Cu(C,B) = A— (A—B).

Observacion
ANB CB,
Como
A—BCE-B,
por propiedad de clausura,
A-BCE-B

Luego,
E-(E-B)cE-(A-B)

De acuerdo con la definicion de interior
BCE-(A-B)
Entonces,
ANBcAN[E—(A—B)|=4-(A—B) =B,

La inclusién anterior puede ser estricta. En efecto, se considera en
R con la métrica usual los conjuntos B = [1,2],4 = [1,3].

Entonces, B = (1,2). Luego, A NB = (1,2).
Por otro lado,
A—B = (23]
asi
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A—(A=B)=[12) =B, .

Luego, ANB = (1,2) € [1,2) =B, .

4) Se llama frontera relativa de B en A, y lo notaremos Fr,(B), al
conjunto

Fru(B=BnAn (,B=BNANA—-B

Observacion
Sea (E, d) un espacio métrico y A € E. Considérese el subespacio
métrico (A4,d,)ysea B € A C E. Entonces,

Fry(B) € AnFr(B).

Fr,(B)=BNANA—BC<BNANE —B = AnFr(B).

No siempre se verifica la igualdad, es decir que
Fry(B) # AnFr(B).

En efecto, usando el mismo ejemplo anterior, se tiene

Fry(B=BnAnA—-B=[12]n[13]n[23] = {2}
Por otro lado,

AnFr(B) =[1,3]n{1,2} = {1,2}
Luego,
Fr,(B) = {2} # {1,2} = An Fr(B).

5) Se tratara de precisar como son las bolas abiertas en (4,dy,).
Tomese un punto x € A y un namero real € > 0. De acuerdo con la
definicion, una bola abierta de centro x y radio € en (4,d,) es el con-
junto

{a € A:d(a,x) < €},

que puede ser expresado de la siguiente manera
Bg(x,e) N A,
donde By (x, €) es la bola abierta de centro x y radio € en (E, d).
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Resulta, pues, que en (E,d), sSi A€ Ey x €A, para € > 0, se
Ilama bola abierta de centro en x y radio € en el subespacio A al con-
junto

B,(x,&) = Bg(x, ) N A.

Anéalogamente, se define la bola cerrada en A como la intersec-
cion de bolas cerradas en (E,d) con A. En forma semejante, el borde
de la bola en A.

A continuacion, se intenta averiguar cémo son los conjuntos abier-
tos y los conjuntos cerrados en el subespacio (4,d,) y se dard una re-
lacion con los cerrados y abiertos en (E, d).

6) Se dice que B es un conjunto cerrado en A si B = B, = B N A.

7) Se dice que B es un conjunto abierto en A si A — B es un con-
junto cerradoen A,0sea, A—B =A — By

Observaciones
En (E,d),sean B € A € E. Entonces,

1. Seax € A. x € B, siysolo siparatodo & > 0
B,(x,e) N A + Q.

Consecuencia inmediata de las definiciones.

2. Seax €EB.x € BoA si y solo si existe € > 0 talque B,(x, ) € B.

Se deduce de las definiciones.

o
3. Besunabiertoen (4,d,) siysolosi B =B, .

De esta propiedad y teniendo presente que siempre se verifica que

BOA C B, se deduce que:
B es un abierto en A si y solo si para todo a € A existe € > 0 tal

que B,(x, &) € B.
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4. x € B¢ siysolosiparatodos > 0 (By(x,e) —{x}) NA # @.
Se deduce inmediatamente a partir de las definiciones.

Teorema 13. Sea (E,d) Yy A< E. B € A escerrado en (4, dy) si
y solo si existe F cerrado en (E, d) tal que B = F n A.
Demostracion. Supongase que B < A es cerrado en A, entonces

B = B, = B N A. Se designa el conjunto F = B que es cerrado en E, y
se tiene B = F N A.

Reciprocamente, como B € A y B € B, entonces
BSBNA=B,.

Por otro lado,B=FNACSF y como F es cerrado en E,
B € F = F, de donde
B,=BNACFNA=B.

Y, por lo tanto, se concluye que B = B,.

Teorema 14. Sea A un subconjunto de un espacio métrico (E, d).
Un conjunto G € A es abierto en el subespacio (4, d,) siy solo si exis-
te un conjunto C abierto en (E,d) talque G = AN C.

Demostracion. Supdngase que G S A es abierto en A. Entonces,
C4G es un cerrado en A. Por el teorema 13, existe un conjunto F cerra-
doen E tal que C,G = F N A, de donde

G =C(FNA)=CFUCA=CFUp=CF=A—F=
= AN CgF.

Se designa C = CgF. Luego, existe C abierto en E tal que
G=AnNnC.

Reciprocamente, supdngase G S Ay que existe un conjunto abier-
toCenEtalque G =ANC.

Por hipotesis, C es abierto en E entonces CzC es cerrado en E.

CaG=C4ANC)=CLAUCC=0UC,C=A-C=ANnC(CsC

Luego, C4G < A es cerrado en A, es decir, G es abierto en A.
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Observacion
Puede suceder que B € A € E sea abierto (respectivamente, ce-

rrado) en (A,d,) yno lo seaen (E,d).
Por ejemplo, en (R,| |) se considera A = [0,2) < R. Entonces,

i) B =1[0,1) es abierto en (4,d,) peronoloesen (R,| |), pues
[0,1) =(-1,1)n[0,2)

ii)B = E 2) es cerrado en (A4,d,) perono loesen (R,| 1), pues

[3,2) - [3,3] n [0,2).

4 4

Teorema 15. Sean (E,d) y A € E. Entonces, todo subconjunto de
A que es cerrado en (4, d,) es también cerrado en (E, d) si y solo si A
es cerrado en (E, d).

Demostracion. Sea B < A cerrado en A.

Supongase que A no es cerrado en E. Ahora bien, A es cerrado en
Ay, por lo tanto, se tendria un conjunto cerrado en A que no es cerrado
en E lo que contradice el hecho que todo subconjunto de A cerrado en
A sea cerrado en E. Luego, A es cerrado en E.

Reciprocamente, por hipotesis, B € A es cerrado en A, entonces,
por el teorema 14, existe un conjunto F cerrado en E tal que
B = F n A. Como A es cerrado en E e interseccion de dos cerrados en
E es un cerrado en E, entonces B es un conjunto cerrado en E.

3.10. Ejercicios propuestos

1. Sea (E,d) un espacio métrico y sean p perteneciente a E y
o > 0. Entonces, pruebe que para cualquier q € B( p,o ) existe 6'>0
tal que B(q,8 )< B(p,d).

Deduzca entonces que toda bola abierta es un conjunto abierto.

2. Sean A, Bc E ysea (E,d) unespacio métrico. Pruebe que
(@) Uier4i € (Ui 4)'
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(b) (Nier 4" € Nigs 4}

(©) NierAi € Nies A

(d) AU B = AU B. ¢Se puede generalizar a una union infinita?

() A—-BSA-B

(h A=74

(9) A es el menor cerrado que contiene a A.

(h) x € A = d(x,A) =0 (4 £ 0).

(i) Aescerrado < {x :d(x,A) =0} € A.

(J) Si A escerrado y si ademas p € E no pertenece a 4, enton-
cesd(p,A) # 0.

En los apartados (a), (b), (c) y (e) de un ejemplo donde no se veri-
fique la igualdad.

3. Sean ABc E ysea (E,d) un espacio métrico. Pruebe que
(@) A esel mayor abierto contenido A.
(b) AcB—>AcB.

() (AnB) = ANB ¢Se puede generalizar a una interseccion
infinita?

d) -2, E-E

) AUBc (AUBY. Dé un ejemplo en el que no se verifique
la igualdad.

) An(a)y =02
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(@ (A-B) < A—B.Vale la igualdad?

(h) xe(A) <d(x,A>0 (AzD).

4. Sean A, B < E ysea (E,d) un espacio métrico. Pruebe que

(@ Fr(4) c Fr(4)

(b) Fr(A) =AnCA
(c) Fr(AnB) c (AnFr(B))u (Fr(A) nB)
(d) Fr(AUB) = Fr(A)UFr(B)siANB =@

€ A =A4-Fr(A)=14—Fr(4)

() E=AUFr(A) U(eA)’ y son disjuntos dos a dos.
(@) Fr(A) =9 < A esabierto y cerrado.

En los apartados (a) y (c) de un ejemplo donde no se verifique la
igualdad.

5. Sea (E,d) un espacio métrico y A un subconjunto de E. Pruebe
que las siguientes condiciones son equivalentes:

(&) A escerrado
(b) Fr(A)c A

(c) A contiene a sus puntos de acumulacién.

6. Sean (X;,d;)i=12..n €Spacios métricos y sean X y D tales que
X =[I~,X;, D =1, d;. Entonces, (X, D) es un espacio métrico. Si
n=2,sean Ac X,, B< X,. Pruebe que

(Q) AXB=AXB
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(b) (AxB) =AxB
Sugerencia:
(X, x X,)=(AxB)=[(X, = A)x X, | U[X, x (X, - B)]
(c) Usando induccion, generalice las formulas anteriores para un

producto finito de conjuntos.

7. Sea (E,d) un espacio métrico y sea Ac E. Pruebe que si 4
no posee puntos aislados, entonces A tampoco los posee.

8. Sea (E,d; ) el espacio métrico discreto. Halle el derivado, la

clausura, el interior y la frontera de cualquier subconjunto de E . Indi-
que entonces como son los subconjuntos de E .

9. Determine el conjunto derivado, el conjunto de adherencia, el
interior y la frontera de cada uno de los siguientes conjuntos de nime-
ros reales con la métrica usual, y deduzca cuéles de estos conjuntos son
cerrados y cudles son abiertos:

(@) N (el conjunto de los nimeros naturales)
(b) Q (el conjunto de los nimeros racionales)
1
(© A={:nen}
(d) Cualquier subconjunto con un namero finito de puntos.

© (ab); [ab); (ab].

10. Hallar un conjunto A tal que:
(a) Ay A’ sean disjuntos.
(b) A es un subconjunto propio de A" .
(c) A’ es un subconjunto propio de A.
dAa=A".
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11.(a) Sea (E,d) un espacio métrico, r € R,r >0y x, € E. De-

muestre que B.(xq,7) S B.(xy,7)
(b) Sea el espacio métrico (Z,| |). Defina los siguientes con-
juntos B(n, 2), B(n,2) y B.(n, 2).

¢Qué conclusiones obtiene comparandolos con el resultado del
apartado (a)?

12. Sea (E,d) un espacio métrico y x un punto aislado de E.

Pruebe que {x} es un conjunto abierto.
Deduzca que el conjunto de puntos aislados de un espacio métrico
es abierto.

13. Pruebe que todo abierto en un espacio métrico (E,d) se pue-

de escribir como union de bolas abiertas.
Deduzca que todo abierto de R se puede escribir como unién de
intervalos abiertos.

14. Sea (E,d) un espacio métrico y sea AcE, A=@. Se de-
fine
BAr)={x€E:d(x,A) <rLreRr>0.

Pruebe que
(@ B(E,r)=E
(b) B(A,r) es un conjunto abierto cualquiera sea A

(c) Si A=1{a}, calcule B(A,r)
Concluya que B(A,r) es un entorno de A.

15. Sea (E,d) un espacio métrico y sea Ac E, A= . Pruebe

que A= N,-cB(A4,7). Deduzca que todo cerrado es interseccion de
abiertos y que todo abierto es union de cerrados.
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16. Pruebe que la interseccion de un nimero finito de entornos de
A es un entorno de A. Muestre con un ejemplo que la interseccién de
un namero infinito de entornos de A no siempre es un entorno de A.

17. Si A es un subconjunto abierto de un espacio métrico (E,d),

demuestre que cualquiera sea B € E se cumple que ANB S AN B.
Muestre con un ejemplo que la inclusidn puede ser estricta.

18. Demuestre que si A y Bson abiertos y densos en (E,d),
entonces A N B es denso.

19. Sea (E,d) un espacio métricoy D un subconjunto de E .
(@ Si D esdensoen E y AcE, entonces ; DA es denso
en A?
(b) Si D esdensoen E y Ac E, A abierto, entonces pruebe
que DN A esdensoen A.

(c) Pruebe que D esdensoen E siy solo si para cada subcon-

junto A de E con 3;&@, Dﬁ;&i@.
(d) Pruebe que D es denso en E siy solo si para todo entorno
UdeXen E DNU = J.
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4.1. Aplicaciones continuas

La idea de continuidad constituye uno de los conceptos fundamen-
tales de la Topologia y del Analisis. En este capitulo, se aborda la con-
tinuidad de funciones entre espacios meétricos. Se caracteriza la conti-
nuidad a través de conjuntos cerrados o de conjuntos abiertos y se pre-
sentan las relaciones entre las aplicaciones continuas y las propiedades
de los conjuntos. También se estudian los homeomorfismos entre es-
pacios métricos. Finalmente, se abordan las nociones de sucesiones de
funciones, convergencia uniforme y continuidad de funciones en pro-
ductos cartesianos.

Para el estudio de este tema se recomienda, previamente, la lectura
del libro de Ascheri y Reid, 2008, capitulo 4.

Definicion. Sean (E,d) y (E',d") espacios métricos y f:E — E’
una funcion. Se dice que f es una funcion continua en el punto x, € E
si para toda sucesion (x,) de E la condicion x,, — x, implica

n—->oo

fGn) — £ (o).

Teorema 1. Sean dos espacios métricos (E,d) y (E’,d"). La con-
dicion necesaria y suficiente para que f:E — E' sea continua en
X, € E es que

Ve>0 36(x) >0 : Vx€eE dxx) <8 =

= d'((f(x), f(x0)) < €.

Demostracion. Supongase que f es continua en x, Yy supongase
ademas, por absurdo, que existe € > 0 tal que para cada &(g,x,) > 0
existe x5 € E tal que d(xg, xo) < & pero d'(f(xs), f(xy)) = €.
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Entonces, dado 6 = 1 existe x; € E tal que d(xy,x0) <1 con
d'(f (x1), f (%)) = e.

Dado ¢ =§ existe x, € E tal que d(xz,x0)<% con

d'(f (x2), f (x0)) = €.

- - 1 .
Y asi sucesivamente, dado § = ~,ne€ N existe x,, € E tal que

d (2, %0) < = cond'(f (), f (%0)) = &.

Se obtiene asi una sucesion (x,) de puntos de E que converge a
Xo, puesto que la sucesion de términos positivos (d(x,,x,)) converge
a 0; sin embargo, la sucesion (f(x,)) no converge a f(x,), ya que
siempre es d'(f (x,), f(x,)) = ¢ para cada n € N, con lo que se llega
a una contradiccion.

Reciprocamente, supdngase que f es continua en x, € E y sea
(x;,) una sucesion de puntos de E tal que x, —2 %o Para demostrar

que f(xn)mf(xo), se debe probar que para todo &£ > 0 existe

ny(e) € N tal que paratodo n > n, resulta d'((f(x,), f(xy)) < €.

Sea &>0. Por hip6tesis, existe &(e, x,) >0 tal que
d'((f(x),f(x9)) < e siempre y cuando d(x,x,) < &. Se designa
cone’ = 8(e, xo) > 0. Entonces, como (x,)converge a x, existe
ny(e") € N tal que para todo n > n, resulta d(x,,x,) < &, con lo que
d'((f (x,), f (x0)) < &, que es lo que se queria demostrar.

Observacion
f:(E,d) — (E',d") no es continua en x, € E si verifica que exis-
te € > 0 tal que para cada § > 0 existe x € E tal que d(x,xy) <6

pero d'((f(x), f(xo)) = €.

Definicion. Se dice que una funcion f es continua en E (0 sim-
plemente continua), si es continua en todo punto de E.

Ejemplos

1) Las funciones constantes son continuas cualquiera sea la métri-
ca. Esto es, si f:(E,d) — (E',d") es constante, por ejemplo, si
f(x) = a paratodo x € E, entonces f es continua.

Se demuestra que f es continua en cualquier punto x, € E. Sean
e>0 y x€E. Entonces, para cualquier § > 0, digamos 6§ =1,
d(x, xy) < 1implica
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d'(f(x), f(x0)) = d'(a,a) =0 <e.

Por lo tanto, f es continua.

2) Sea (E,d) un espacio métrico y A un subconjunto de E. La res-
triccion a A de la aplicacion idéntica, llamada inyeccion natural de A
en E (0 inclusién) f: A — E definida por f(x) = x para todo x € A4,
es continua cualquiera sea la métrica d.

Se demuestra que f es continua en cualquier punto x, € A. Sean
€ > 0y x € A. Entonces, si se escoge § = ¢ se tiene que la condicion
d(x,x¢) < & implica d((f(x), f(x0)) = d(x,x,) < & = &. Por lo tan-
to, f es continua.

Teorema 2. La condicion necesaria y suficiente para que
f:(E,d) — (E',d") sea continua en E es que la imagen inversa de
todo conjunto cerrado en el espacio E’ sea un conjunto cerrado en el
espacio E; o sea, f: E — E' es continua en E si y solo si para todo
conjunto cerrado B contenido en el espacio E’ se tiene que f~1(B) es
un conjunto cerrado en el espacio E.

Demostracion. Supdngase que f es continua en E. Sea B un sub-
conjunto de E’ cerrado y probemos que f~1(B) € E es un cerrado; es
decir que f~1(B) € f~1(B).

Sea x € f~1(B). Entonces, existe (x,) € f 1(B) tal que
X = X. Por ser f continua, se tiene que f(x,) — f(x)enE'.

Como x, € f~1(B) para todo n € N, entonces f(x,) € B para
todo n € N. Luego, existe (f(x,)) S B tal que f(x,) — f(x)enE’,

de donde, f(x) € B=B. Luego, x € f~*(B). Por lo tanto,

f1(B) < f7H(B).

Reciprocamente, por hipdtesis, la imagen inversa de todo cerrado
en E' es un cerrado en E y supdngase que f no es continua en el punto
Xy €EE.

Luego, existe una sucesion (x,) de puntos de E que converge a x,
en E'y (f(x,)) no converge a f (x,) en E' .

Entonces, existe € > 0 tal que para todo n, € N existe n, > n,
tal que f(x,,) & B(f(x,),&). Por lo tanto, existen n; <n, <-- <
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<my <-- paratodo k €N tal que f(x,,) & B(f(x,),£) para todo
k € N.

Se toma B = E' — B(f(x,),€) € E' que es un conjunto cerrado
en E'. De este modo, f(x,,) € B paratodo k € N, lo que equivale a
decir que x,,, € f~'(B) paratodo k € N.

Como f(xg) € B(f(xy),€), entonces f(x,) €& B, es decir,
xo & f~1(B).

Por ser (x,,, ) una subsucesion de (x,), entonces (x,, ) converge a
xo. Asi, se tiene una sucesion (x,,) de puntos de f~1(B) tal que

« 72 ¥o, 0 Sea que x € f~1(B), pero x, & f~1(B).

Se concluye que f~1(B) no es un conjunto cerrado en E.

Xn

Corolario. La condicidbn necesaria y suficiente para que
f:(E,d) — (E',d") sea continua en E es que la imagen inversa de
todo conjunto abierto en el espacio E’ sea un conjunto abierto en el
espacio E.

Demostracion. Es inmediato a partir del teorema anterior y por la
propiedad de la imagen inversa: paracada A S E’'es f~Y(E'—A) =
= E — f71(A) (Ascheri y Reid, 2008, capitulo 1).

En efecto, sean f: E — E' continuay A € E’ un conjunto abierto.
Entonces, CzrA es un cerrado en E’ vy, por el teorema 2,
f~1(CgrA)= E — f~1(A) es un cerrado en E, por lo tanto, f~1(A4) es
un abierto en E.

Reciprocamente, sean A un conjunto abierto en E’ y f~1(A4) un
conjunto abierto en E. Entonces, Cg,7A es un cerrado en E' y
Cef ~1(A) = f~1(CxrA) es un cerrado en E. Luego, por el teorema 2,
se concluye que f es continua en E.

Observacion

Si f:E — E’' es continua en E, la imagen de un cerrado en E no
es, en general, un cerrado en E’.

Por ejemplo, en R con la métrica usual, se considera la funcién in-
clusién o inyeccién natural iz: E — R, siendo E = [0,2), que es una
funcién continua.

[1,2) es un subconjunto de E que es cerrado en E, pues
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[1,2) =[1,2]n[0,2) =[1,2] nE

y [1,2] es cerrado en R.
Pero

ir([1,2)) = [1,2),

y [1,2) no es cerrado en R.

Teorema 3. Si f: (E,d) — (E',d") es continua, entonces
A = grificade f ={(x,f(x)):x EE} S E XE'

es un conjunto cerrado.
Demostracion. Sea p € A. Entonces, existe (p,) S A tal que
pn — p. Se debe probar que p € A.
n—->oo

Como p, € A para todo n € N, entonces p,, = (x,, f(x,)) para
todo n € N y por ser p un punto del espacio E XE’, p = (x,y).
Como p,, — p, entonces x, — x Yy f(x,) — y. Ademas, por

n—-oo n—-oo n—-oo

ser f continua, f(xn)n—oo>f(x). Luego, por unicidad del limite,

f(x) =y.Porlotanto, p = (x, f(x)) € A.
En consecuencia, A € A como se queria demostrar.

4.2. Homeomorfismos

Definicion. Se dice que la funcion f:(E,d) — (E’,d") es un
homeomorfismo si es biyectiva, continua y su inversa f~! es también
continua.

Definicion. Dos espacios métricos (E,d) y (E',d") son homeo-
morfos si existe un homeomorfismo entre ellos y se denota E =~ E’.

De las definiciones anteriores se deducen las siguientes observa-
ciones.

Observaciones

1. Si f:(E,d) — (E',d") es un homeomorfismo, entonces
f~t:(E',d") — (E,d) también lo es.
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Como f es biyectiva, entonces existe f~1: E’ — E biyectiva. Co-
mo f es un homeomorfismo, f~1: E’ — E es continuay f: E — E’ es
continua. Ademas, (f~1)"'=f, por ser f biyectiva. Luego,
fTLE'"—>E y (f~1)"%: E — E’ son continuas.

2. La relacion “ser homeomorfo a” es una relacion de equivalen-
cia sobre la familia de todos los espacios métricos.

Demostracion. Se probara que la relacion “ser homeomorfo a” es
reflexiva, simétrica y transitiva.

Reflexiva. E =~ E, pues existe la aplicacion idéntica
ig: (E,d) — (E,d) tal que ig(x) = x para todo x € E, que es un ho-
meomorfismo para todo espacio métrico (E, d).

Simétrica. Supongase que E = E’, entonces existe f: E — E' ho-
meomorfismo. Por la observacion 1, f~1:E’ — E es también un ho-
meomorfismo y, por lo tanto, E' = E.

Transitiva. Supdéngase que E =~ E’, E' = E". Entonces, existen
f:E — E'Yy g:E'" — E'" homeomorfismos. Dado que la composicion
de dos homeomorfismos es un homeomorfismo, como el lector puede
comprobar como ejercicio, se deduce que E = E".

A continuacion, se caracterizan los homeomorfismos.
Teorema 4. Una condicion necesaria y suficiente para una funcién
f:E — E' sobreyectiva sea un homeomorfismo es que se verifique:

lim,,_, X, = X Siysolosi lim,,_,. f(x,) = f(x,)

Demostracion. Sea f: E — E' un homeomorfismo. Entonces, del
hecho que f es continua se tiene que

Xn — Xo implica f(x,) — f(xo).
n—-oo n—-oo
Solo resta probar que
f ) — f(xo) implica x, — x,.
n—-oo n—»oo
Por ser f biyectiva, se tiene para g = f 1 que se verifican

Xn=90n) Y Yn=f(xn)
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Como, por hipétesis, f(x,) — f(x,), entonces y, — yo. Y
n—oo n—-oo
como g = f~1 es continua, resulta que g(y,) — g(y¥,). Por lo tan-
n—co
to, x, — xy
n—oo
Reciprocamente, se debe probar que f es un homeomorfismo. Por
hipotesis, f es sobre y continua. Solo resta probar que f es inyectiva y
que f~! = g: E' — E es continua.
Primero se prueba que f es inyectiva. La condicion
f(x,) — f(xo) implica x,, — x,, entonces f es inyectiva. En efec-
n—->oo n—oo

to, se toma x € E tal que f(x) = f(x,) y se considera x,, = x para
todo n € N. Entonces, f(x,)= f(x) para todo n € N, de donde,
f(xn) n—>oof(x). Por lo tanto, f(x,) n—oo>f(x0) lo cual implica

Xp —2 Xo- Pero para la sucesion constante (x,) se tiene que

Xp — X.
n—->oo

Luego, x = x,, por unicidad del limite de una sucesion. Asi, re-
sulta que f(x) = f(x,) entonces x = x,.

Por ultimo, se prueba que f~! = g:E' — E es continua en y,
cualquiera sea y, € E’. En efecto, sea la sucesion (y,,) € E' tal que
Yn =2 Yo- Como g es la inversa de f, se verifica que x, = g(y,) e

Yn = f(xn).

Por hipotesis, f(x,) — f(x,) implica x,, — x,
n—oo n—-oo
Luego, y, — y, implica f(x,) — f(x,), entonces x,, — x,.
n—-oo n—-oo n—-oo

Estoes, g(yn) —2 9(o).
Por lo tanto, Yn 52 Yo implica g(y,) n—w>g(y0). Esto significa

que la funcién g = f~1 es continua.

Teorema 5. Una condicidn necesaria y suficiente para una funcién
biyectiva f: E — E' sea un homeomorfismo es que las imagenes y las
imagenes inversas de conjuntos cerrados sean también conjuntos ce-
rrados.

Demostracion. Sea f: E — E' un homeomorfismo y sean A € E
un cerrado cualquiera contenido en E y B € E’ un cerrado cualquiera
contenido en E’. Se prueba que f(A) es un cerrado en E' y que f ~(B)
es un cerrado en E.
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Como f es continua, entonces f~1(B) es un cerrado en E. Por otro
lado, como f~1 es continua, entonces (f~1)~1(A) es un cerrado en E’
ycomo f = (f~1)71, entonces f(A) es un cerrado en E’.

Reciprocamente, sea f:E — E' una funcion biyectiva y sean
A C E uncerradoen E'y B € E’ un cerrado en E’. Entonces, por hipo-
tesis, f~1(B) es un cerrado en E 'y f(A) es un cerrado en E’, de don-
de, resulta que f es continua y usando que f = (f~1)~! se obtiene que
f~1 es continua. Luego, f es un homeomorfismo.

Teorema 6. Todo espacio meétrico es homeomorfo a un espacio
métrico acotado.

Demostracion. Sea (E,d) un espacio métrico. Se introduce la si-
guiente funcién d*: E x E — R definida por

. _(d(x,y)si d(x,y) <1
d(x’y)_{l si d(xy) =1

El lector puede comprobar facilmente que d* es una métrica sobre
E.

Mediante la introduccion de la distancia d* entre los puntos del es-
pacio E, se transforma este espacio métrico en un espacio métrico E*.
Se designa esta transformacion por f; esto es, f: E — E* definida por
f(x) = x para todo x € E, que es claramente una biyeccion. Restaria
probar que fy f~! son continuas. Por el teorema 4, se sabe que una
condicion necesaria y suficiente para que f sea un homeomorfismo es
que

lim,, o X, = X Si'y solo si lim,,_,. f(x,) = f(xo).

Supbngase que x,, —2 %o Como
f(xn) =xn Y fxo)=xo,

entonces, f(x;,) — f(xo).
Por otro lado, supdngase ahora que f(x,,) n—>f(x0); pero como

f(xn) = x, Y f(x0)= x,, €NtONCES X, — X.
n—->oo
Por lo tanto, f es un homeomorfismo. Asi, E =~ E*.
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Faltaria probar que E* es acotado. Sean x,y € E*. Se tiene que
d*(x,y) <1, de donde, §(E*) < 1. En consecuencia, E* es un espacio
métrico acotado.

A continuacion, se desarrollan ejemplos de homeomorfismos entre
espacios métricos.

Ejemplos
1) Laaplicacion f: R — R dada por

f(x) =ax +b,a # 0, paratodox € R

con la métrica usual es un homeomorfismo.
Evidentemente, f es biyectiva y se define f~1:R — R me-

diante

ftx) = ix —Z.

La continuidad de fy £~ es un resultado conocido de Anali-
sis, por lo tanto, f es un homeomorfismo.

2) En la recta real, los inter-
valos cerrados son homeomorfos.
Para ello, se prueba que
E = [a,b] con a<b y
E' = [c,d] con c¢<d son ho-
meomorfos (considerando ambos
intervalos como subconjuntos del
espacio meétrico (R,| |)). Basta
considerar la funcion f:E — E'
definida por

f) = ==@—a) +c

para todo x € E. Evidentemente, f es biyectiva y continua. Ademas,
su inversa f~1(y) = g (y —c)+ a también lo es. Luego, [a, b] es

homeomorfo a [c, d].

I
I
I
I
L
a

3) Vale la misma afirmacién anterior para dos intervalos abiertos
cualesquiera de R con la métrica usual; esto es,

(a,b) = (c,d).
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4) La aplicacion  f: (—%,;)-MR{

(considerando en ambos casos la métrica usual)
tal que f(x) = tan(x) para todo

x € (—gg) es continua por ser cociente de :
funciones continuas, es biyectiva y también es =+ o + ¥

continua su aplicacion inversa
f~Y(y) = arctan(y). Luego, f es un homeo-

morfismo. Por lo tanto, (—gg) ~ R.

De 3) y 4) puede concluirse que la recta es homeomorfa a cual-
quier intervalo abierto; esto es, la recta es homeomorfa a un subespacio
propio.

4.3. Sucesiones de funciones. Convergencia uniforme

Definicion. Sean f;, f5,-+, fn,--- una sucesion de funciones defi-
nidas en el espacio (E,d) y con valores en (E’,d") y una funcién
f:E — E'. Diremos que (f;,)nen €S Uniformemente convergente hacia
el limite £ si:

Dado € > 0 existe k € N tal que paratodon > k 'y x € E se veri-
ficaque d'(f,,(x), f(x)) < €.

Se escribe en este caso que f(x) =lim,_. f,(x) para todo
x €E.

Se demostrard un teorema que es una generalizacion del conocido
resultado de Analisis.

Teorema 7. El limite de una sucesion de funciones continuas uni-
formemente convergente en un espacio métrico (E,d) es una funcion
continua.

Demostracion. Supongase que (f,) es una sucesion de funciones
continuas definidas en el espacio E y con valores en el espacio(E’, d").
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Sea f(x) = lim,_, f,(x). Se debe probar que f es continua en cual-
quier punto x, € E.

Sea entonces € > 0 cualquiera. Entonces, existira k € N tal que
paratodon > k es

d'(fu(x), f(x)) < €/ cualquierasea x € E.
Si x = x,, entonces esta Ultima desigualdad también se puede es-
cribir
d'(fo(x0), f(x0)) < €/ paratodon > k.

Como cada f,, es continua en el punto x, € E, tomando n > k
existe & > 0 tal que para todo x€E, d(x,x,) < & implica

d' (£ (), fu (x0)) < /5.

Usando la desigualdad triangular, se deduce que paratodo n > k
A, fx)) s d(f) L)+ d () flx)+
+d'(fa(x0), f(x0)) < &/3+¢/3+¢/3=¢ paratodox € E.

Luego, d'(f(x),f(x,)) < & siempre que d(x,x,) < & para todo
x€E.

4.4. Continuidad de funciones en productos cartesianos.
Funciones de varias variables

Sean (X,d), (Y,d") y (W,d") espacios métricos arbitrarios. Con-
sidérese w = f(x,y), con x € X, yeY, we W. Es claro que f es
una funcién de dos variables, x e y. Pero se puede considerar a f como
una funcion de una variable, siendo esta variable z = (x, y), de domi-
nio en el producto cartesiano X x Y; es decir,

FIXXY > W
z— f(2)

Por la definicion de continuidad de funciones de una variable, la
funcion f es continua en el punto z, = (xq,y,) Si para toda
z, = (%, y,) € XXY, neN, tal que 2z, — z, implica

n— oo

Fz) — f(z0).
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Puesto que z, —— z,, 0 sea, (x,, v,) —— (xq,¥,), por lo que
n— oo n-—- oo
se ha probado en el teorema 1 del capitulo 2, resulta que es equivalente
a decir que x, —xp€ Y, — Vo.
n—-oo n—oo

Luego, f es continua en el punto (x,,y,) si para toda (x,,v,) €

XxXY, neN, tal que x,—x, e Yn—Yo €ntonces
n—oo n—oo

(G y0)) —— (0, ¥0)).
Similarmente se puede hacer para funciones de tres variables o,
mas generalmente, de cualquier nimero finito de variables.

Proposicion 1. Sea (E,d) un espacio meétrico. La aplicacién
f:(EXE,d)— (R/|]|) definida por f(x,y) = d(x,y) €S una
funcion continua

Demostracion. Sean e >0 y (x,,, V. )nen € E X E, n € N, tal que
Xp — X, ynmy conx,y € E.

n—-oo

Como x, — x, entonces existe n,(¢) € N tal que para todo
n—-oo
n>n; es d(xp,x) <%/, ycomo y,—y, entonces existe
n—>oo

n,(¢) € N tal que para todo n > n, es d(yn, y) < ¢/,.

Se designa con n, = max {n,,n,}. Entonces, paratodon > n, se
tiene que

|dCen, yn) — d(e, Y| < 1d (3 y) — Ay, )| + 1d (O, ) — d(x, )
< dlxn X))+ Ay y) <8/p+é/p=c¢
Por lo tanto, para todo n>n, resulta que
|d(xn;yn) - d(x;)’)l <&

También se puede extender el concepto de continuidad de manera
analoga a funciones de un nimero infinito de variables. Para ello, con-
sidérese primero lo siguiente.

Sea {(X,,, d;n)}men Una familia de espacios métricos uniforme-
mente acotados; esto es,

Sup{s(Xm)} = Sup{ sup {dm(xm: ym)}} <00
meN meN X, Yym€Xm
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Se define la distancia entre dos puntos x = (xq, X5, ", X, *++) €
y=0nYs " Ym) del producto cartesiano infinito
X1 X Xy X oo X Xy X o+ = [1en X Mediante la férmula

1
d(x,y) = Z Z—mdm(xm, Vm)
m=1

Entonces, ([ [,nen Xm » d) €S UN espacio métrico.
Se probara en efecto que ([[,,en Xom » d) €S un espacio métrico.
Se sabe que

SUPmen{d (Xm)} = Slé%{supxm, ymEXm{dm (xm,ym)}} < oo,
m

es decir que 6(X,,) <k<o para todo meN. De aqui,
A (Xm, Ym) < k < co paratodom € N.

Recordemos que una sucesion mondtona en R converge si y solo
si es acotada. Este resultado tiene una equivalencia inmediata para se-
ries. Una serie de términos no negativos converge si y solo si la suce-
sion de sus sumas parciales estd acotada superiormente (Ascheri y
Reid, 2008, capitulo 5).

Primero se analizara si d estd bien definida. En efecto, sea
Sy = ﬁ 15m dm (Xm, Vm) la n-ésima suma parcial de la serie

=1 pe dm (Xm, Ym)- Se debe probar que esta serie converge, esto es,
se debe probar que la sucesion de sumas parciales esta acotada supe-
riormente.

Como —dp (Xm, Ym) = 0 para todo m € N, entonces, en este ca-
so, la suce3|on de sumas parciales (S,,) es creciente.

Luego paratodon € N

1 kx _k
Sp = dm(xm:Ym)< Z_m:_z 2=k
2 2
m=1 m=1
pues t,, = Y- L es la n-ésima suma parcial de la serie geométri-

m= 12m1

ca convergente Y= 12m—11 cuya suma es 2. De donde, para todo
neN, Xt_, < 2.

2m1—
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Por lo tanto, para todo n € N, S,, < k, es decir que la sucesion de
sumas parciales (S,,) estd acotada superiormente y se puede concluir

1
que la serie de términos no negativos Y. _; — dpm (X, ¥im) €S CON-

vergente.

Se probara ahora la condicion d1) de la definicion de espacio mé-
tricos.

Sean x,y € X tales que x = y. Entonces, (x;, Xg,**, Xpm, ") =
= (Y1, V2, Ym *++ ), de donde, en particular, x,, = y,,, para todo
m € N. Como, por hipétesis d,, son métricas, resulta que

Sn = 2= 12m dm (Xm, Ym) = 0, paratodo n € N.

Por consiguiente, limn_,ooS = 0, es decir que la n-ésima suma
parcial de la serie Zm 15m dm(Xm, Ym) CONVerge a cero y, por lo tan-

to, la serie Yoo _; pr dm(Xm, Ym) €S CONnvergente y tiene suma cero.
Luego, d(x,y) = 0.
Por otro lado, supongase que d(x,y) = 0. Ello implica que

:;)L 15m om (xml Ym)

lo que significa que la sucesion de sumas parciales (S,), con
1 .
Sy = %=1Z—mdm(xm' Ym), converge a cero, es decir que

lim,_,. S, = 0. La sucesion (S,) es creciente, por lo cual todos los
términos no exceden a su limite, es decir, para todo mn,
0<S, <lim,,,S, =0 Yy entonces, S, =0, para todo n € N. De

donde resulta que, paratodon € N S, = X _, prmy m(xm, Ym) =0y,

por ser d,,, métrica, d,,,(x,,, ;) =0, param = 1,2,---,n y para todo
n € N, por lo tanto, x = y.
Para la condicién d2). Como para todo n € N

Sp = 2m= 12m A (Xm) Ym) = Xm= 12m A Vms Xm)»

pues d,, es métrica, entonces pasando al limite para n — o, ya que
ambas series son convergentes y, por lo tanto, existe el lim,,_,,, S,,, s
obtiene que

n—-o z Zm (xm' :Vm)
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— Z e o O ).

Luego, por unicidad del limite de una sucesion

[oe]

1
m=12_mdm(me Ym) = m 12m m(ym,xm) es dECII‘

d(x,y) = d(y,x).
Para la condicion d3). Sean x, y, z€ X con x = (X1, X5, *** ,

yXmo ° ) y = (3’1»3’2»‘ yYmo"* )yZ—(ZLZz: 9Zmy )
Paratodo n € N, se sabe que
n

n n
1 1 1
Z Z_mdm(xm; Ym) < Z Z_mdm(xm: Zm) + Z z_mdm(zm' ym)
m=1 m=1 m=1

por ser d,,, métrica.

Se Sabe que Zm 12m m(xml Zm) y Zm 12m m(Zm' ym) son
series convergentes, es decir que tienen suma S’ yS", por ser las suce-
siones de sumas parciales crecientes.

De aqui, para todon € N,

1
% 12m m(xm' Zm)"'zm 1om m(Zm’ ym) <S5 +S".

Luego,
Sn = Xm= 12m m(Xms Ym) < S+ 8", paratodon € N.

De este modo, (S,) es una sucesion creciente acotada superior-
mente por el nimero S§' + S" 'y, por tanto, la serie

1 pr dm (Xm, Vm) €S CONvergente y su suma no puede exceder esa

cota; esto es,
§< S8+ 5", siendo S la suma de serie Y on— 12m A Xy Vim)-

Por lo tanto,

- 1
z om m(xm: Ym) = Z om m(xm' Zm) + Z om m(Zm' ym)

m=1
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Luego,
d(x,y) <d(x,2) +d(z,y)

Se concluye que ([Inen Xom » d) €S un espacio métrico.

Teorema 8. Con las hipétesis  anteriores, sean
xp = (x1,, X3, Xm,,~+) para n=12,- puntos del espacio
[Lnen X, dotado de la métrica d. La condicion necesaria y suficiente
para que la sucesion (x,) converja a x = (xq,X5,**, X, --) €S que
limy, 0 Xom,, =X, para m = 1,2,---; es decir

Xn—>x siysolosi x, —x, meN.,
n—-oo

n—->oo
Demostracion. Supdngase que x, — x. Sea € > 0y m € N. En-
n—->oo

tonces, para un m fijo existe ny(¢) € N tal que d(x,,x) < zim cual-

quiera sea n > n,.
Como

1
Z—mdm(xmn, Xm) < d(xp,x) = X0 12m m(xm ) Xm) <m para
todo n > n,, entonces

m (X, Xm) < & siempre que n > n,.

Esto significa que x,, — x,, ,m € N.
n—-oo
Reciprocamente, por hipotesis, x,, —x,,, m€N. Seaec >0y
n—-oo
.. . . . 1
fijemos i € N tal que, por la propiedad arquimedeana, <€
Como se sabe que x,,,, — x,, m € N, se considera que esto es
n—-oo

cierto para 1 <m < i. Luego, existe n,(¢) € N tal que para todo
n > n, se verifican las siguientes desigualdades

dl(xln, xl) <g, dz(xzn, xz) <g, -~,di(xl-n, xl-) <g,

siendo
ng =max {ng,ny, -+, N} = MaxXigme{Nm}.
Por lo tanto, para todo n > n,

d(xn'x) - m 12m m(xmn Xm) - ;Tl 12m m(xmn xm) +

8(Xm)
+Zm l+12m (xmnxm)<2m 12m+2m i+1 2‘r:l.n <€+p€
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Luego, paratodo n > n,

de donde, sigue que

Xp — X.
n—-oo

Nota. Se prueban las siguientes desigualdades usadas en la demos-
tracion del teorema anterior:

;n 12m m(xmn»xm) <& Yy XYm- l+12m m(xmnlxm) < pe

En virtud de que existe ny(e) € N tal que para todo n > n, se ve-
rifican las siguientes desigualdades

di(x1,, x1) < &, dy(xz,, x2) <&, dix;, %) <,

se tiene que
i
d € 1 < g€
m(xmnxm)< 2m—§ 1_52—8,
m=1
pues t; =1 Fn=1 €S la i-ésima suma parcial de la serie geométrica

que tiene suma 2. De donde, paratodoi € N, X! _, 1 = < 2,yaque

la sucesion de sumas parciales (t;) es creciente, por lo tanto, sus tér-
minos no exceden a su limite para cada i € N.
Por otro lado, por hipétesis, §(X,,) < p < oo, para todo m € N.

Por lo tanto,
[ee] 1 (o] [ee]
() € ) S 0D S Y op=
m=i+1 m=i+1 m=i+1
:pZZmﬂ:_iZZ_m::E[ Z_m_]- <
m=1 m=1 m=0
< pe 1~ 1| = pe.
=3

Luego,
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om dm(xmn,xm) < pe

m=i+1

Teorema 9. Sea y=f(x) con x €][[nenXm, €S decir,
x = (xq, X35, Xm,* ) Y X € Xy, m € N . Una condicién necesaria
y suficiente para que la funcibn f sea continua en el punto
X = (xlo, XZO"“'xmo"“) €S qUe Xp, — Xy, M€ N implique
f(xn) — f(xy) con x,, = (xln, xzn,---,xmn,---).

Demostracion. Surge de manera inmediata del teorema 8 y de la
definicion de continuidad. En efecto, supongase que
Xm, — Xm, M € N. Por el teorema 8, x, — x, Yy, por ser f conti-

n—->oo n—-oo
nua, f (xy) — f(x0).

Reciprocamente, sea x,, — x,, entonces, por el teorema 8,

n—->oo
X, — Xm,,m € N. Por hipotesis, f(x,) — f(x,). Por lo
n—->oo ) n — oo
to, f es continua en x,.

Se considera ahora una funcion cuyos valores (y no sus variables)
pertenecen a un producto cartesiano. Esto es,
fiT—>XxY

t — (x(6),y(t))
donde x:T — X e y:T —Y.

Teorema 10. Una condicién necesaria y suficiente para que la
funcion f sea continua es que las funciones x e y sean continuas.

Demostracion. Supdngase que f es continua y probemos que
x:T — X e y:T — Y son funciones continuas.

Sea (t,) € T tal que tnn—>—oo>t. Entonces, f(t,) — f(t), por

ser f continua. Luego, (x(tn),y(tn))n—> (x(t),y(t)), de donde,
x(tn)n—>x(t) e )’(tn)n—>3’(t)- Por lo tanto, x e y son funciones

continuas.
Supdngase que x e y son funciones continuas y probemos que
f:T — X XY es continua. Sea (t,) < T tal que t, —t. Como x e y
n—-oo

114|



ESPACIOS METRICOS

son funciones continuas, entonces x(t,,) — x(t) e y(t,) — y(t).
n—-oo n—-oo

Luego, (x(t,), y(t)) — (x(t), y(1)). Por lo tanto,
f(ty) — f(t), es decir, f es continua.

Sea f:T — [[nen Xm tal que
f©O = (1), %2, xm (6), )

donde paracada m € N, x,,,: T — X,,.

Teorema 11. Una condicién necesaria y suficiente para que la
funcion f sea continua es que las funciones x,, sean continuas, para
m € N.

Demostracion. Supdngase que f es continua y sea (t,,) S T tal que
tn r:;t. Entonces, f(t,) — f(t); esto es,

(1 (t), X2 (), s X (£, -+ n_)—oo> (1 (), (), =+, X (), ),

param € N. Luego, por el teorema 8, resulta
X (t,) — x,, (t), param € N
n — oo

de donde, las funciones x,,, m € N son continuas.
Reciprocamente, supongase que las funciones x,,, m € N son con-
tinuas y sea (t,) € T tal que t,, — t. Entonces, x,,,(t,) —— x,,, (t),
n—-oo n — oo

param € N.
Luego, por el teorema 8,

(2 (6, 2ot X (b)) === Gen (8, %2 (8), -+, X (), ),
de donde, f(t,,) — f(t). Esto es, la funcion f es continua.

4.5. Ejercicios propuestos

1. Sean f y g funciones reales definidas en un espacio métrico
(E,d) continuas en el punto X, € E. Pruebe que f+g y f-g son
funciones continuas en X,. Ademas, si g(x,)=0 pruebe que el co-
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ciente f /g es continuo en X, (donde se supone que g(x)= 0, para
todo x € E, puessino f /g no estaria definido).

Deduzca que las funciones polinomiales y las funciones racionales
reales definidas en R son continuas.

2. Considere la funcion f: (R?,d,) — (R,| |) definida por:

flx,y) = #yyz (x,y) # (0,0)

0 (x,y) = (0,0)
Pruebe que f no es continua en (0,0).
3. Definicion. Sea f:(E,d) — (E’,d") una funcion que verifica
que:
Ve>035>0 tal que la condicion d(x,x)<& implica
d'(f(x), f(x))<e, cualesquiera sean x,x’ € E. Entonces, se dice que

f es uniformemente continua en E.

Pruebe que la composicion de funciones uniformemente continuas
es una funcion uniformemente continua.

4. Dé un ejemplo de una funcién continua que no sea uniforme-
mente continua.

5. Sea (E,d) un espacio métricoy A € E, A no vacio. Pruebe que
la funcion que aplica x en d(x,A) es uniformemente continua. (Se

considera R con la métrica usual).

6. Sean (E,d) y (E',d") dos espacios métricosysea f:E — E'.
Pruebe que son equivalentes las siguientes condiciones:

(@ f escontinua.
(b) Paratodo abierto B € E’ es f‘l(B) un conjunto abierto de E.
(c) Paratodo conjunto A € E es f(A) € f(A).

(d) Paratodo conjunto B € E' es f~1(B) < f~*(B).
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7. (a)Sea f:(E,d) — (E',d"). Pruebe que f es continua siy so-

lo si paratodo B € E’ se verifica que f‘l(l(é) c (f ‘1(B))0.

(b) Muestre que el correspondiente enunciado dado en el apar-
tado (a) para f no es valido, es decir, “f es continua si y solo si

(f(A) < f(A) para todo subconjunto 4 de E” es falso.

8. (a) Si (E,d;) es el espacio métrico discreto y (E’,d") es un
espacio  métrico  arbitrario, pruebe que toda aplicacién
f:(E, d;) — (E',d") es continua.

(b) En las condiciones del apartado (a), describa las aplicacio-
nes continuas f: (E',d") — (E, d; ).

9. Sea (E,d) un espacio métrico, A< E, A no vacioyr >0 un
namero real. Pruebe que:

(@ {xeX:d(x,A)<r}escerradoenE.

(b) {xeX: d(x,A)<r} esabierto en E.
(c) {xeX:d(x,A)=r}escerradoenE.

10. Sean f,g: (E,d) — (R,| |) dos aplicaciones continuas.
Pruebe que el conjunto {x € E : f(x) = g(x)} es un conjunto cerrado
enE.

Deduzca que si f y g coinciden sobre un denso, entonces f = g
en todo el espacio.

*11. Definicion. Si A € E y f es una funcion definida en E, la
restriccion de f a A es la funcion cuyo dominio de definicion es A tal
que:

9(p) = f(p) paratodop € A

Notacion:g = f/A.

(a) Sea f: (E,d) — (E',d") una funcién continua. Pruebe que si
A C E entonces f/A es continua.
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(b) Si f:(E,d) — (E',d") estal que la restriccidon a un subes-
pacio A € E es continua entonces, ¢, f es continua?

*12. (a) Pruebe que para cada par de conjuntos no vacios, cerrados
y disjuntos A y B de un espacio métrico (E,d) existen conjuntos
V,W abiertos y disjuntos tales que AcV,BcW.

Sugerencia: Considere f: E — R tal que f(x)=d(x,B)—d(x,A).
De este modo los pares de conjuntos cerrados y disjuntos pueden ser
cubiertos por pares de conjuntos abiertos y disjuntos. Esta propiedad
de los espacios métricos se llama normalidad.

(b) Muestre que es posible reemplazar en (a) la hipotesis que

los conjuntos A y B sean cerrados y disjuntos por otra mas debil,
concretamente que ANB =@ = AN B.

13. Sea f:(E,d) — (E’,d") un homeomorfismo. Pruebe que:

(@) f(A)esabiertoenE’ < A esabiertoen E.

(b) f(A)escerradoenE’ < A escerrado en E.

() f(A) = f(A) paratodo A C E.
(d) f[ZJ:(f(A))O paratodo A € E.

14. Pruebe que toda isometria es un homeomorfismo. ¢Es valida
la reciproca?

X
1+\x\'

15. Sea f: (R,| ) — ((=1,1),] 1) definida por f(x)=

Pruebe que f es un homeomorfismo. Concluya que cualquier intervalo
abierto (con la métrica del subespacio inducida por la usual) es ho-

meomorfo a la recta real.
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16. Sean (E,d), (E',d') y (E",d") espacios métricos. Se consi-
deran las aplicaciones f:E — E', g:E' — E", donde f escontinuay
sobreyectiva, g es continua y g o f es homeomorfismo. Pruebe que f
y g son homeomorfismos.

17. Analice si las siguientes propiedades son verdaderas o falsas:

(a) Sea f :(E,d)——(E',d') un homeomorfismo. E es acota-
dosiysolosi E' loes.

(b) Sea f :(E,d)——(E',d") continuaen ACE.Si xesun
punto clausura de A, entonces f(x) es un punto clausura de f(A).

(c) Sea f :(E,d)—— (E',d') un homeomorfismo y Dc E
denso en (E,d). Entonces, (D) esdensoen (E',d’)

(d) Sea f:(E,d)——(E',d") continua. U c E es abierto en
(E,d) siysolosi f(U) esabiertoen (E',d").
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5.1. Sucesiones de Cauchy. Espacios métricos completos

Se introducen las sucesiones de Cauchy que se relacionan con las
sucesiones convergentes (Ascheri y Reid, 2008). En el caso de que
ambos conceptos sean equivalentes, se trata de un espacio meétrico
completo. Se estudian algunas interesantes propiedades como el teo-
rema de encaje de Cantor y el teorema de Baire. Se concluye este capi-
tulo definiendo el concepto de espacio meétrico separable y demostran-
do sus propiedades mas relevantes.

Definicion. Sea (E,d) un espacio métrico y sea (x,) una suce-
sién de puntos de E. Se dice que (x,) es una sucesién de Cauchy si
para todo € > 0 existe ny(¢) € N tal que para todo m,n > nyes
d(x,, xy) < &, es decir, los términos de la sucesion se aproximan arbi-
trariamente entre si a medida que los indices crecen.

Teorema 1. Toda sucesion convergente en un espacio métrico
(E, d) es una sucesion de Cauchy.

Demostracion. Sea (x,,) una sucesion de puntos de E convergente
a un punto x, € E. Entonces, para todo € > 0 existe ny(¢) € N tal que
para todo m,n > n, se verifica la desigualdad

d(xn,xo) < &/2.

Para cualquier otro punto x,, de la misma sucesion con tal que
m > n, se cumplira también que

d(xm,xy) < &/2.
Luego, usando la desigualdad triangular, resulta que para todo

m,n > n,
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d(x,, %) < d(xp,x0) + d(xg,x) < €/2+ /2 =¢
lo cual implica que (x,,) es una sucesién de Cauchy.

Observacion
En general, la reciproca del teorema anterior no es cierta. En
E = (0,1) con la métrica usual inducida por R, considérese la sucesion

xn=% meN,n>1)

Lasucesion (x,) = (3,2, 2, ) es de Cauchy en ((0, 1), | ).
En efecto, sea € > 0 y supdngase que m > n. Entonces,
1 1 1 1 1 1 1 1 2
=l R ama
n m n m n m n n n

Para € > 0 dado, por la propiedad arquimedeana, se puede elegir

n, € N tal quenz—0 < €.Luego,sim >ny, y n > n, se tiene que

Pero esta sucesion no converge a un punto de E = (0,1), pues
Xp—s55-0y 0&E = (0,1).

Definicion. Se dice que un espacio métrico (E,d) es completo si
toda sucesion de Cauchy (x,) de puntos de E es convergente en E, es
decir, existe un punto x € E tal que x = lim,,_,, X,,.

Ejemplos
1) ((0,1),1 1) no es espacio métrico completo.

2) (R,| |)esunespacio métrico completo.

Se probara primero que toda sucesion de Cauchy (x,,) de nimeros
reales es acotada. En efecto, como la sucesién (x,) de nimeros reales
es una sucesion de Cauchy entonces, para € = 1 existe ny(1) € N tal
que para todo n, m > n, se verifica que |x,, — x,,,| < 1.

Se toma m=mny+1. Entonces, |x,—x,,4+1| <1 para todo

n>n,, de donde, x, € (xp 41 — 1,xp,41 +1) para todo n > n,.
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Luego, solo resta acotar un nimero finito de términos de la sucesion
().
Sean
a = méx{xy, x5+, Xny Xnger + 1}

B = min{xy,x,, -, Xny, Xng+1 — 1}

Entonces, a es una cota superior del dominio de valores {x;,} ey
de la sucesion (x,,) y B es una cota inferior. Es decir, B < x, < a para
todo n € N. Por lo tanto, (x,,) es una sucesion acotada de nimeros
reales.

Sea y, = sup{x,,: m = n}, que existe pues (x,) s una sucesion
de nimeros reales acotada.

Esclaroquey, = y, = -+ = y, = --- y ademas, (y,) €s una su-
cesion acotada inferiormente, pues x,, < y, paratodo m >ny (x,)
esta acotada inferiormente. Luego, (y,,) es una sucesion decreciente de
ndmeros reales acotada inferiormente, de donde, (y,,) es convergente
en R. Seaa € R tal que a = lim,_,, V.

Entonces, para todo € > 0 existe n,(¢) € N tal que para todo
n>n, es |y,— al < &/3 vy, por ser (x,) una sucesion de Cauchy,
existe n, () € N tal que paratodo n,m > n, es |x, — x| < &/3.

Considérese n, = max{n,,n,}. Luego, para todo n,m > n, se ve-
rifican las desigualdades

|yn_a|<€/3 y |xn_xm|<8/3-

Por otro lado, como y,, = sup{x,,:m =n}, dado € > 0 existe
m; >n tal que y, —g < Xm, < Yn; €StO €S, |xXm, — ¥l <§ para
algin my; = n > n,.

Luego, de la desigualdad triangular, se obtiene que para todo
n>ng

& & &
|x, — al S|xn— xm1|+|xm1—yn|+ ly, — al <;t;t5;=e
lo cual implica que lim,,, x, = a € R.

Proposicion 1. Sea (E, d) un espacio métrico completo y sea F un
subconjunto no vacio de E. Entonces, (F,d)es un espacio métrico
completo si y solo si F es un conjunto cerrado en (E, d).
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Demostracion. Supdngase que (F,d) es completo. Se prueba que
F es cerrado comprobando que F C F.

Sea x € F. Entonces, existe (x,) con x,, € F para todo n € N tal
que x, —sm=s—X. Pero como (x,) converge en E, entonces es de Cau-
chy en E, por el teorema 1. Pero la métrica de F es la restriccion a F de
la métrica de E, por lo tanto, (x,,) es también una sucesion de Cauchy
en F y como F es completo, entonces, existe y € F tal que
y = lim,_,, x,. Luego, por unicidad del limite de una sucesion, es
necesariamente x =y € F.

Reciprocamente, sean F cerrado y (x,,) una sucesion de Cauchy de
puntos de F. Evidentemente, también es una sucesion de Cauchy en E
y, como (E, d) es completo, entonces converge a un punto x € E. Pero
entonces, (x,) es una sucesion en F que converge a x, lo cual implica
que x € F. Como F es cerrado, x € F y, por lo tanto, (x,) converge a
x en F. Esto implica que (F, d) es completo.

A continuacidn, se caracterizan los espacios métricos completos.

Teorema 2. (Principio de encaje de Cantor). Sea (F,) una suce-
sion de conjuntos cerrados no vacios de un espacio métrico completo
(E, d) tal que:

1) F,,, € E, paratodon € N
2) la sucesion de sus diametros converge a 0, es decir,
lim,,_,. 6 (F,) = 0.

Entonces, Nyen F #= 0.

Demostracion. Como, por hipoétesis, cada F,, n € N, es un conjun-
to no vacio, se puede entonces elegir un punto x, € E,, para cada
n € N. Se probaré que esta sucesion (x,,) es de Cauchy en E.

Como los diametros de la sucesion de conjuntos (E,) tiende a cero,
resulta que para cada € > 0 se puede elegir n, € N suficientemente
grande de modo que S(Fno) < &, pues, en caso contrario, para todo

n, € N se verificara que 6(Fn0) > ¢ y entonces existird n € N tal que

d(F,) = ¢, en contradiccion con la hipotesis 2.
Como la sucesion de cerrados es decreciente, si n,m > n, enton-
ces F, € F, Y E, € F,, y esto implica que x,, x,,, € F, . Entonces,
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d(xn, Xm) < 8(F,,) < € siempre que n,m > n,. Resulta asi, que la
sucesion (x,,) es de Cauchyen E.

Como E es completo, la sucesién (x,) es convergente a un punto
x €EE.

Por la hipétesis 1, el conjunto F, contiene todos los términos de la
sucesion (x,,) con excepcion a lo sumo de los n — 1 primeros términos

X1,X5,*, Xn_1. Resulta, entonces, que x € F,, para todo n €N, y
como cada conjunto F, es cerrado, entonces para cada n € N, x € E,.
Luego, x € N,en F, Y, en consecuencia, Nyen F, # .

Observaciones

1. Estas intersecciones numerables (ver Ascheri y Reid, 2008, ca-
pitulo 1) de familias de cerrados encajados se reducen a un punto. Es
decir, Npen E, = {x}.

Es claro, a partir de la demostracion del teorema de Cantor, que
{x} € N,.en F,. Solo resta probar que N,en E, € {x}.

Sea y € Nyen F,- Entonces, para cadan € N,y € F, y como tam-
bién, x € F,, entonces d(x,y) < §(F,) < € paratodoe >0 y todo
n > n, paraalgin n, € N, por la hipdtesis 2 del teorema.

Luego, d(x,y) <& para todoe> 0. Lo que implica que
d(x,y) = 0. Pero d es una distancia, por lo tanto, x = y. En conse-
cuencia, y € {x}, completando asi la demostracion.

2. Elteorema de encaje de Cantor necesita de todas las hipdtesis.

(a) El espacio métrico ha de ser completo. El espacio (0,1) con la
distancia inducida por la usual de R no es un espacio completo y ade-
mas, {(0,1/n]},s, €s una sucesion de cerrados del espacio (0,1) que
verifica las hipdtesis del teorema cuya interseccion es vacia.

(b) Los conjuntos tienen que ser cerrados. En efecto, {(0,1) }
n/ JneN

es una sucesion de conjuntos “no cerrados” en R con la métrica usual,
que es completo y que verifica el resto de las hipdtesis del teorema. Sin
embargo, su interseccion es vacia.

() En (R,| 1), setoma F; = {x} donde 0 < x < % conk €N, k

fjoyF, = [O%] paratodon € N, n > 1.
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Se tiene una sucesion de conjuntos cerrados en R cuya sucesion de
didmetros converge a 0, no constituye un encaje pues F, € F, para
n € N, n > 1 y tiene interseccion vacia.

(d) La sucesion de los didmetros debe ser convergente a 0. En

-z 11 -,
(R,| ), considérese FE, = |—=,—=| para todo n € N. Es una sucesién
n 2’n

decreciente de conjuntos cerrados en IR cuya sucesion de didmetros no

converge a 0 y tiene interseccion vacia.

Se recuerda el Principio de encaje de Cantor: toda sucesion en
encaje de conjuntos cerrados no vacios de un espacio E cuyos diame-
tros tienden a cero, tiene interseccion no vacia.

Teorema 3. (Reciproca del teorema de Cantor). Si (E,d) es un
espacio métrico en donde se verifica el principio de encaje de Cantor,
entonces E es completo.

Demostracion. Sea (x,,) una sucesion de Cauchy de puntos de E.
Se debe probar que (x,,) converge a x en E. Sea € > 0. Se consideran
los siguientes conjuntos:

Ay ={x1,x5,}

Ay = {xp,x3,-}

A, = {xn: Xn+1 }

Entonces, es claro que
Aj2A, 2 24,2

Ademas,
§(4,) —5-0.
En efecto, dado € > 0, por ser (x,,) una sucesion de Cauchy, existe
n, € N tal que para todo n,m > n, se cumple que d(x,,x,,) < 5/2.
Como n,m > n, entonces x,,x, € A, 41, de donde,

sup  {d(xn,xm)} <%/, <e

Xn, Xm€Ang+1
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De modo que
6(An0+1) <e
Sin > n,, entonces A, S Ay 4. LUEJO,
§(4,) < 8(Anyer) < &
Asi,
§(4,) < & siempre que n > n,.

Ademas, como §(A) = §(A) (ver Nota) y también se verifica que
A, 2 A,., para todo n € N, entonces 4, 2 4,,, para todo n € N.
Luego, (An) es una sucesion en encaje de conjuntos cerrados no va-
cios de E cuyos didmetros tienden a cero. Entonces, por hipdtesis,

Nnen A, # ©. Por lo tanto, existe x € N,ey Ay, €5t0 €s, x € A,, para
todon € N.
Entonces, se puede afirmar que la sucesion de Cauchy (x,) con-

verge a x en E. En efecto, como lim,_,. §(4,,) = 0 es posible elegir
n, € N suficientemente grande tal que &(4,,) < & Y, por lo tanto,
n > n, implica que x,,x € A, pues A, S A, S A,,.

Luego, d(x,,x) < 8(An,) < & siempre que n > ny, lo cual im-
plica que (x,) converge a x en E.

Nota. Sea A un subconjunto de un espacio métrico (E, d). Enton-
ces, 5(4) = 5(4).

En efecto, puesto que A S 4 entonces §(4) < 5(A).

Por otro lado, sea & > 0. Se toman x e y arbitrarios en A. Por de-
finicion de clausura de un conjunto, B (x%) NA=Q Yy

B (y, 2) N A #+ @, de donde, existen x', y' € A tales que
dix,x") < €/2 y dy,y) < g/2.
De la desigualdad triangular, resulta que para todo x,y € A
d(x,y) < d(x,x") + d(x,y) + d(y,y) < € + d(x',y") <
< & + 5(A).
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Es decir, paratodo x,y € A
d(x,y) < € + 6(4).
Como x e y son arbitrarios, se sigue que

§(A) < e+ 6(4)

y, puesto que « es arbitrario, se deduce que §(4) < §(A).

5.2. Conjuntos ralos o nunca densos

Definicion. Sea (E,d) espacio métrico. Se dice que un conjunto

A CE es ralo o nunca denso si CA = E; esto es, si E S CA, pues la
otra inclusion es siempre vélida.

Observaciones

o
1. Un conjunto A es ralo o nunca denso si y solo si A= @.
Supéngase que A es un conjunto ralo. Entonces, CA = E. Luego,

C(CA) = CE = 9, es decir, Z\z Q.

0 —
Reciprocamente, si A= @ entonces ((CA) =9@. Asi,
CA = (@ = E, de donde resulta que 4 es ralo.

2. Todo subconjunto de un conjunto ralo es también un conjunto
ralo.

Supbngase que A es un conjunto ralo y sea B S A. Entonces, por

propiedad de interior, B Z\z & . Luego, B =0 vy, por consiguiente,
B es ralo.

3. Un subconjunto A de un espacio métrico (E,d) es un conjunto
ralo o nunca denso en el espacio E si y solo si toda bola abierta de E
contiene puntos que no pertenecen a A. Es decir, para todo € > 0
B(x,g) N CA # @ cualquierasea x € E.
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En efecto, sean € > 0y x € E. Como A es un conjunto ralo enton-

ces x € CA, de donde, B(x,<) N CA % 0.
Reciprocamente, seanx€E 'y &>0. Por hipdtesis,

B(x,€) N CA # @, de donde, x € CA y, en consecuencia, A es ralo.

Ejemplos

1) En (R,| |), el conjunto Q de los nimeros racionales es ralo o
nunca denso.

En efecto, se ha probado que int(Q) = @ y entonces, Q es ralo.

2) En (R?,d,), cualquier recta es un
conjunto ralo.

Sea Ltal que y=mx+n y sea
p = (xo,mxy+n) € L.

Sea € > 0 y considérese B(p, ). En-
tonces, tomando el punto r € R? tal que

r= (xo + 2'}’0): resulta que r ¢ L pero 1
r € B(p, €) pues

2

d,(r,p) =\/[x0 - (x0+g)] =%< E.

Por lo tanto, B(p, €) € L para cualquier € > 0, de donde, L= g,
lo cual implica que L es ralo.

Observacion

En general, la union de conjuntos ralos no es un conjunto ralo.

En efecto, en (R,| |) considérense los conjuntos Q de los nime-
ros racionales e I de los nimeros irracionales que son conjuntos ralos.
Sin embargo, QU I =R, pero R no es un conjunto ralo ya que
int(R) = R = Q.

Proposicion 2. Si A es un conjunto ralo y B es un conjunto cerra-
do y ralo, entonces A U B es un conjunto ralo.
Demostracion. Por hipotesis, resulta que

E=E—-A,E=E—-ByB=B.
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Entonces,

E-B=E-A-B=E—-A-Bc(E-A)-B

=(E-AN(E-B)=E—-(AUB)

Luego, por propiedad de clausura

E—-BCE-(AUB)=E—-(AUB)
yentonces,
ECE-(AUB),

de donde, por definicion, A U B es un conjunto ralo.

Proposicion 3. Si A y B son conjuntos ralos, entonces A N B es un
conjunto ralo.
Demostracion. Consecuencia inmediata de la definicion.

Proposicion 4. Sea (E, d) un espacio métrico y sea A € E un con-
junto cerrado. A es un conjunto ralo si y solo si para toda bola abierta
K de E existe una bola abierta L € K talque LN A = @.

Demostracion. Supongase que A € E es un conjunto cerrado y ra-
loysea K = B(x,¢) paratodo x € E y cualquier € > 0. Entonces, por
ser A ralo, B(x, ) N CA # @, de donde, existe y € B(x, &) e y € CA.

Como B(x,€) es un conjunto abierto, entonces existe §; > 0 tal
que B(y, 8,) € B(x,&). Ademas, como CA es abierto, entonces existe
5, > 0talque B(y,&,) € CA.

Témese & = min{d,, 6,}. Entonces, B(y,§) €S B(x,e) Yy
B(y,8) < CA. Luego, designando con L = B(y, §), se tiene que L € K
y L < CA, obteniéndose el resultado deseado.

Reciprocamente, supdngase que A € E es un conjunto cerrado y
que para toda bola abierta K de E existe L € K talque LN A = Q.

o o
Supdngase que A= @. Entonces, existe x € A, de donde, existe
€ > 0 tal que B(x,¢€) < A. Esto significa que existe una bola abierta
K = B(x,¢) tal que para toda bola abierta L, L € K, resulta que
LNA=+@, puescomo K €S AyL C K, entonces L C A.
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Teorema 4. (Teorema de Baire). En un espacio métrico completo
no vacio E, la unién de un nimero numerable de subconjuntos cerra-
dos y ralos no puede llenar todo el espacio E; ademas, esta unidn es un
conjunto nunca denso.

Demostracion. Supongase que (E,d) es un espacio métrico com-
pleto no vacio y A = F,UF,U--UF, U = UpenF, donde cada
subconjunto F, es ralo y cerrado, cualquiera sea n € N. Se probara que
A es un conjunto nunca denso. Para ello, es suficiente mostrar que toda
bola abierta B, centrada en un punto arbitrario de E contiene puntos
del CA (observacion 3).

Como F; es un conjunto cerrado y ralo entonces, por la proposi-
cion 4, dada B, existen a, € B,y §; > 0 talque B,(a;,86;,) NF, =0
y Bi(ay, 61) € By.

. 5
Tomese &, = ?1 Entonces,

Bl(al, 81) n F1 = Q) y Bl(al, 81) c BO

pues B;(a,, &;) € B;(ay,6,) (ver nota 1)

Puesto que F, es un conjunto cerrado y ralo entonces, dado que
B, (a4, &) es una bola abierta de E, existen a, € B;(a;,&;) y 6, >0
tal que B,(a,,6,) NF, =0 y B,(a,,8,) € B,(a,,&,) € B,(ay, ).

- 5 8
Eligiendo ¢, = 72 < % = 2—; (ver nota 2), resulta que

Bz(az, 82) n FZ = @ y Bz(az, 82) c Bz(a2,52) c Bl(al, 81)

Continuando con este procedimiento, queda determinada una suce-
sion {B,, : n € N} en encaje de conjuntos cerrados no vacios tales que

BO 2 Bl(al, 81) 2 Bz(az, 82) 2 b 2 Bn(an,é‘n) 2 b

y, para cada n € N, MH E, = @ . Ademas, sus radios &,
satisfacen que 0< ¢, < j—i- Asi, lim,,,&, =0 y como
0 < 8(By) < 2¢,, paracadan € N, sigue que lim,,_,, §(B,) = 0.
Luego, por el teorema de Cantor, N,, ¢ Nm # @, de donde,
existe x em, para todo n € N. Ademéas, como para cada

n €N, B,(a,, &) NE, =0 entonces x & F,, para todo n € N, de
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donde, x € CF,, cualquiera sea n € N. Luego, x € N, ¢y CF,, esto es,
X€CUpenE, = CA Yy x €B,.

Por lotanto, BN CA # @ Yyasi, A = U,enF, €S un conjunto ra-
lo 0 nunca denso.

Por otro lado, si esta unién llenara todo el espacio E, entonces E

seria un conjunto ralo, de donde, E =& v, por lo tanto, E = @, en con-
tradiccion con la hipétesis de que E # 0.

Notas
1) Se ha usado que si dada una bola abierta B, (a4, §;) entonces,

1

tomando & = %, resulta que B;(aq, &) < B;(ay,8,).

En efecto, sea x € B;(a,,&,). Entonces, para todo &> 0
B(x,e) N Bi(a,, &) #®, de donde, para todo &> 0 existe
y € B(x,e) e y € B;(a, &) .

Luego, para cualquier e >0 d(y,x)<e vy d(y,a,) < &. Co-
mo esto se verifica para cualquier &> 0, en particular, para

1

£=¢g = % se tiene que d(y,x) < & yd(y,a,) < &. Luego, por la

desigualdad  triangular,  d(x,a,;) <§&,. Por  consiguiente,
x € B;(ay, 87).

2) Se sabe que todo bola abierta es un conjunto abierto. De aqui,
dado a, € B;(a,,&;) existe 6, > 0 tal que B,(a,,8,) S B,(a4, &).
Para ello, basta tomar

62 = 61 - d(al, az) < 81, de dOﬂde, 62 < 81.

Observaciones

1. Sea (E, d) un espacio métrico. Se dice que A < E es un conjun-
to de primera categoria si se puede expresar como una union numera-
ble de conjuntos cerrados y nunca densos. Es decir,
A =F, UF,U--UE,U-- endonde E,, n € N, es un conjunto cerra-
do y ralo.
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2. Como todo subconjunto de un conjunto nunca denso es también
nunca denso, el teorema de Baire se puede enunciar del siguiente mo-
do:

“En un espacio métrico completo E, todo conjunto de primera ca-
tegoria es un espacio ralo o nunca denso”.

3. Del teorema de Baire se deduce que todo espacio E no vacio,
completo y denso en si es no numerable.

En efecto, si el espacio E fuese numerable, E = {x;, x,, -} =
= Unenix,}. Entonces, E seria la unién de conjuntos unitarios. Pero
cada uno de estos conjuntos es un conjunto cerrado y nunca denso ya
que cada uno de los puntos x,, es de acumulacion de E, pues E es den-
so en si por hipétesis, de donde, toda bola B(x,, €) contiene infinitos
puntos de E distintos de x,,; esto es, paratodo € > 0 B(x,, &) € {x,},
n € N, de donde, {x,}" = @ paracada n € N.

Luego, E seria la union de conjuntos cerrados nunca densos, lo
cual es absurdo, por el teorema de Baire. Por lo tanto, E es no nume-
rable.

Para el estudio del siguiente tema se recomienda, previamente, la
lectura del libro de Ascheri y Reid, 2008, capitulo 1.

5.3. Espacios métricos separables

Definicion. Se dice que un espacio métrico (E,d) es separable si
contiene un subconjunto denso a lo sumo numerable.

Observacion

En la definicion anterior, se expresa que E es separable si contiene
un subconjunto A que sea denso y a lo sumo numerable. Ahora bien, si
A es a lo sumo numerable entonces sus elementos pueden ser ordena-
dos en un sucesidn infinita (en la que puede haber repeticiones). Ade-

més, si A es denso entonces 4 = E. De aqui, E es separable si contiene
una sucesion densa, esto es, si contiene elementos x;, x,,--- tal que

paratodo x € E, x € A = {x,,x,, -~ }; 0 sea que, para todo x € E exis-
te una sucesion de puntos de A = {x;,x,,--- } que converge a x; esto
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es, para todo x € E existe una subsucesion {x,,, x,,, - } tal que con-
verge a x.

Asi, E es separable, si contiene una sucesion densa, esto es, si
contiene una sucesion de puntos x;, x,, -+ tal que todo x € E es de la
forma x = limy_, Xn,,-

Ejemplos

1) Larectareal R con la distancia usual es separable.

En efecto, R contiene un subconjunto denso a lo sumo numerable.
Precisamente, tal subconjunto es @, puesto que Q esdensoen Ry Q
es numerable, de donde Q es denso y a lo sumo numerable.

2) R con la métrica discreta no es un espacio separable.

En efecto, supdngase que (R, d;) fuese separable. Entonces, existe
un conjunto A < R tal que A es denso y a lo sumo numerable. Por ser
A denso, entonces 4 = R y como en la métrica discreta A = 4, resulta
que A = R. Entonces, R es a lo sumo numerable, lo cual es absurdo.
Luego, R no es separable.

Definicion. Se dice que una familia a lo sumo numerable
B ={G,,G,,-++} = {G; },¢, de abiertos no vacios es una base del es-
pacio métrico (E, d) si paratodo x € E y cada £ > 0 existe un indice A
talquex € G, y 6(Gy) < .

Ejemplo
En (R,| |),elconjunto B = {(p,q) : p,q € Q} es una base de R.

B es una familia numerable, pues se puede poner en corresponden-
cia con Q x Q. Por lo tanto, B es una familia a lo sumo numerable.
Ademas, cada intervalo (p, q), con p,q € Q es un conjunto abierto no
vacio de R.

Seanx € R y ¢ > 0. Entonces,

€< < +e
x——<x<x+-
4 4

y se sabe que existen p, q E Q tales que
x—Z<p<x<q<x+Z
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de donde,
xe@qay s((pg)<e

Se caracterizan los espacios métricos separables.

Teorema 5. Todo espacio métrico E es separable si y solo si tiene
una base.

Demostracion. Supongase que E es separable y sea (x,,) una suce-
sion densa en el espacio E. Se considera la familia de bolas abiertas

B={B(x,r):T7€Q"}

Se probaré que B es una base de E.
En efecto, se designa con

A= {(xrur) ‘Xn € {x11x21'”} y re€ @+}

Entonces, la aplicacion que a cada (x,,7) — (n,r) definida de A
en N x Q* es inyectiva. Por lo tanto, A es equipotente a un subconjun-
to de N x Q*, que es a lo sumo numerable, de donde, A es a lo sumo
numerable. Y como se puede establecer una aplicacion biyectiva entre
A 'y B, entonces hay en B tantos elementos como en A, o sea, una can-
tidad a lo sumo numerable de bolas abiertas. Por lo tanto, el conjunto
B es a lo sumo numerable.

Ademas, cada B(x,,r), con r € Q*, es un conjunto abierto y no
vacio de E. Luego, B es una familia a lo sumo numerable de conjun-
tos abiertos no vacios de E.

Seane >0 Yy x € E. Entonces, como (x,,) es una sucesion den-
sa de E se tiene que x = limy_,., X5, de donde, existe k, € N tal que

para todo k > k, es d(x, xnk) < % Esto significa que existira un pun-
to x,, tal que d(x,x,) < g

Luego, existe reQ* tal que d(x,x,) <r< Z esto es,
x € B(x,,r),conr € Q*.

Ademas, §(B(x,, 1)) < 2r <e.

Asi, queda demostrado que B es una base de E.

Reciprocamente, sea B = {G;, G,,---} una base de E. Como para
cada n, G,, es no vacio, se puede elegir un punto x,, € G,, para cada n.
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Se designa con C el conjunto formado por todos estos puntos, es decir,
C={x1,x, -}

Se demostrard que C es una familia a lo sumo numerable y denso
enkE.

En efecto, C € By B es a lo sumo numerable, por lo tanto, C es a
lo sumo numerable.

Se debe probar que C es denso en E, 0 sea, E S C. Seanx €E y
€ > 0. Por ser B una base de E existe un indice n tal que x € G, y
5(G,) < &. Como x,, € G, entonces

d(x,,x) < §(G,) <e,

de donde, x, € B(x,¢) para algin indice n. Luego, B(x,&) N C # @,
estoes, x € C.
Por lo tanto, E es separable.

Teorema 6. Si B = {G4, G5, -+- } €s una base de un espacio métrico
E, entonces todo conjunto abierto H es la union de un cierto nimero de
conjuntos pertenecientes a dicha base.

Demostracion. Supéngase que B = {G,, G,, -+ } es una base de E' y
sea H un conjunto abierto. Sea h € H. Entonces, existe € > 0 tal que
B(h,e) S H. Por ser B una base, dados he H S E y &> 0 existe
un conjunto G, tal que heG, Yy 6&(G,) <e. Por lo tanto,
G, € B(h,¢).

Asi, paratodo h € H existe un indice n, tal que h € G,, <
€ B(h,e) € H. Por lo tanto, para todo h € H, {h} € G,, € H, de
donde,

Unenth} € Unen G, € H.

Por consiguiente, H = Upep Gn,-

Observacion

Del teorema 6 surge que:

Si B ={G,,G,, -} es una base de E y H es un conjunto abierto
de E, entonces para h € H existe un indice a talque h € G, € H.
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Definicion. Sea (E,d) un espacio métrico y A un subconjunto de
E. Una familia X = {K,},ec4 de conjuntos se llama cubrimiento del
conjunto A, cuando A € Ugeq Kq-

Un cubrimiento formado por una coleccion de conjuntos abiertos
(cerrados) se llama cubrimiento abierto (cerrado).

Si una parte K’ del cubrimiento ¥ constituye también un cubri-
miento del conjunto A4, se dice que X' es un subcubrimiento del cubri-
miento K o que X contiene un subcubrimiento X'

Teorema 7. (Teorema de Lindélof). En un espacio métrico sepa-
rable E, toda familia /' = {H,}.cr de conjuntos abiertos de E contiene
una sucesion t,, t,, --- (finita o no) tal que

Un th = Uter He.

En otras palabras: En un espacio métrico separable, todo cubri-
miento compuesto por conjuntos abiertos contiene un subcubrimiento a
lo sumo numerable.

Demostracion. Sea E separable. Entonces. E tiene una base
B ={G,,G,, -} ={G,}ic;. Sea H = {H,};cr una familia de abiertos
de E. Como cada conjunto H;, t € T, es un abierto entonces, por el
teorema 6, es unién de un cierto nimero de conjuntos pertenecientes a
la base, de donde, cada conjunto H,, t € T, contiene a cada uno de esos
conjuntos que forman esa union.

Sea kq, k,, -+ la sucesion que consiste en numeros i tales que
G; € H,, paraalgin t € T. A cada k,, le correspondera un cierto sub-
indice t,, (obtenidos a partir de t € T; n pertenece a un conjunto de
indices a lo sumo numerable, pues B es a lo sumo numerable) tal que

Gy, S He,

6= = |
n n teT

Resta probar, entonces, que

e

teT n

de donde,

139



Maria Eva ASCHERI - Marisa REID

Sea p € User H;. Entonces, p € H, para algin t € T, de donde,
existe un indice i tal que p € G; S H, para algun t € T, pero entonces
el nimero i pertenece a la sucesion k4, k5, -++, de donde,

pEUGanUth
n n

Luego, p € Up H,.

Propiedades de los espacios métricos separables

1) Todo subespacio S de un espacio métrico separable E es un es-
pacio meétrico separable.

En efecto, sea S un subespacio de un espacio métrico separable E
y supoéngase que B = {G;,G,,---} €s una base de E. Se considera la
sucesion de subconjuntos no vacios G, N S que son abiertos en S.

Se designa B' = {G,, N S },, (n indica a lo sumo numerable, pues
B’ es una subfamilia de subconjuntos de B que es a lo sumo numera-
ble). Se probara que B’ es una base de S.

En efecto, seanx € S € E y & > 0. Entonces, como B es una ba-
se existe un indice n, tal que x €G,, y 6&(G,,) <e. Luego,
X€EG, NS 'y &(Gy,NS)<e para algin indice ny, pues
Gn, NS € Gy, Por lo tanto, B’ es una base de S, lo que demuestra que
S es separable.

2) El producto cartesiano de dos 0, mas generalmente, un namero
finito de espacios métricos separables es un espacio métrico separable.
Supbdngase que E y E' son espacios meétricos separables y sea
(x,y) EE X E'. Entonces, x e E e y € E' . Como E es separable,
entonces contiene una sucesion de puntos x,,x,,--- tal que
x = limy_q Xp,, y COMO E' es separable, entonces contiene una suce-

sibn de puntos y;, ¥+ tal que ¥y = limy e yn,. LUeo,
(%, ) = 1limy_0 (2, ¥, ). POr lo tanto, E x E’ contiene una sucesion
densa, 0 sea E X E' es un espacio métrico separable.

La generalizacion de la demostracion a un namero finito de con-
juntos es inmediata.

Se deduce de aqui que (R"™, d,) es un espacio métrico separable.
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5.4. Ejercicios propuestos

1. Pruebe que toda sucesion de Cauchy en un espacio métrico
(E, d) esta acotada.

2. Sea (E, d) un espacio métrico. Si (x, ) es una sucesion de Cau-
chy tal que existe una subsucesion (xnk) que converge a x e E, de-
muestre que la sucesion (x, ) también converge a x.

3. Sea (E,d) un espacio métrico, (b,),ey S E una sucesion de
Cauchy y sea (a,)ney Una sucesién cualquiera de E tal que

1
d(a,,b,)< ~, paracadan € N. Demuestre que:
(a) Lasucesion (a,),en €sde Cauchy.
(b) (an)nen COnverge a un punto a< E siy solo si (b,)qen

converge a dicho punto.

4. Demuestre las siguientes afirmaciones cuando sean ciertas v,
cuando no lo sean encuentre un contraejemplo.

() Z es completo con la métrica usual.

(b) Toda sucesién de Cauchy en Z con la métrica discreta es
convergente.

() Q no es completo con la métrica usual.

(d) Un intervalo cualquiera con la métrica usual es completo.

(e) El conjunto {(x,y) € R*: x > 0,xy = 1} con la métrica

euclidea no es completo.

5. Pruebe que los siguientes espacios métricos son completos:
(@(R",d,) (b) (R, do,)

*(c) (Cla,b], d,) *(d) (S(R),d)
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6. Sea (E,d) un espacio metrico y
d'(x,y) = min{d(x,y), 1}

Pruebe que:

(@) (xp,)nen €S una sucesion de Cauchy de puntos de (E,d) siy
solosiloesen (E,d").
(b)Si (E, d) es completo, entonces (E, d") también lo es.

7. Sea (E, d) un espacio métrico arbitrario. Pruebe que:
(a) La unién de un namero finito de subespacios completos es
un espacio métrico completo.
(b) La interseccion de un numero arbitrario de subespacios
completos es un espacio metrico completo.

8. Si(E,d) y (E',d") son espacios métricos isométricos y E es
completo, pruebe que E' es completo.

*9. Sea {(E;, d;)};en una familia de espacios métricos completos
uniformemente acotados, esto es, existe k€ R* tal que si
sup;eni0(E;)} < k. Entonces, se define para x = (x;)nen,

y = (yn)nEN € HnEN E,=FE

d(x, y):i@)i d,(x.,y,)

i=1

Pruebe que d es una distancia y que (E,d) es un espacio metrico
completo.

*10. Sean (E,d) y (E',d") espacios métricos, con (E’,d") comple-
to. Sea A el conjunto formado por todas las aplicaciones acotadas de E
en E'. Se define en A la siguiente métrica:

d*(f,9) = supyep{d'(f(x),g(x))} para f,g € A

Pruebe que (4,d*) es un espacio métrico completo.
(f: E — E’ es acotada si su imagen lo es; esto es, J(f(E))<o)
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11. Pruebe que si Ry, R,,--- forman una base del espacio E y los
subconjuntos S;, S,, -+ forman una base del espacio E’, entonces los
conjuntos R,,, X S,, (m,n € N) forman una base del espacio E X E’.

12. Pruebe que E, x E, es separable si y solo si E, y E, son se-

parables.
Sugerencia: Demuestre que:

(a) Para cada a, €E, (a €E,) la aplicacion x,—(x,,a,)
(respectivamente X, ——>(a1,x2)) es una isometria de E, (respecti-
vamente E,) sobre el subespacio cerrado E, x {az} (respectivamente

fa}x E,).

(b) Sea f:(E,d) — (E',d") una isometria, entonces f es un
homeomorfismo.

(c) Si (E,d) es separable y ®:(E,d) — (E',d") es una isome-
tria, entonces (E’, d") es separable.

13. Sea f:(E,d) — (E',d") continua y (E,d) completo. Pruebe
que si (xp)nen €5 de Cauchy en (E,d), entonces (f(x,)) nen €S de
Cauchy en (E’,d"). De un contraejemplo en el caso en que (E,d) no
sea completo.

14. Sea (E, d; ) el espacio métrico discreto. Pruebe que E es se-
parable si 'y solo si es a lo sumo numerable.
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6.1. Espacios métricos compactos

En este capitulo se introduce el concepto de espacio métrico com-
pacto. Se estudian importantes propiedades de los conjuntos compac-
tos. Ademas, se analiza la relacion entre compacidad y funciones con-
tinuas, y el producto cartesiano de espacios compactos. Finalmente, se
define un conjunto de nimeros reales con importantes propiedades.

Definicion. Se dice que un espacio métrico E es compacto si sa-
tisface la propiedad de Bolzano-Weierstrass; esto es, si se puede selec-
cionar de cada sucesion de puntos (x,) de este espacio una subsuce-
sion convergente hacia algun punto x de E, o sea, Si existen una suce-
sion de indices

ng<ng < -

y un punto x de E tales que
fim 0, = x
Cuando se dice que un conjunto A es compacto, se entiende que el
conjunto A tratado como un espacio forma un espacio compacto; ha-
blando estrictamente, que toda sucesion de puntos pertenecientes al
conjunto A contiene una subsucesidn que converge hacia un punto que
también pertenece a A; esto es, para toda (a,) S A existen

(an,) € (ay) y a € A tal que a,, —> a; es decir, A es compacto si
satisface la propiedad de Bolzano-Weierstrass.
Luego, A no es compacto cuando existe una sucesion de puntos de

A tal que no contiene ninguna subsucesion que converja hacia un punto
de A.
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Ejemplos
1) [a, b] € R con la métrica usual es compacto.

A partir del teorema de Bolzano-Weierstrass visto en Andlisis I, se
sabe que toda sucesion acotada de nimeros reales (x,) contiene una
subsucesion convergente (ver apéndice al final de este capitulo).

Esta propiedad permite probar que [a, b] € R con la métrica usual es un
espacio compacto, ya que toda sucesion de puntos del conjunto [a, b] esta
acotada y, por lo tanto, contiene una subsucesion convergente. Como este
conjunto es cerrado, el punto al cual converge pertenece a él.

De manera analoga se puede probar que todo conjunto cerrado y
acotado en R con la métrica usual es compacto.

2) Sea (R,| |)y considérese A = (0,1) < R. Entonces, 4 no es

compacto.

. .y 11 1
En efecto, se considera la sucesién (a,) = (EEZ) de
puntos de A que converge a cero, Y, por lo tanto, toda subsucesion suya
también converge a cero; pero 0 € A. Luego, la sucesion (a,) de pun-
tos de A no contiene ninguna subsucesion que converja a un punto de

A, de donde, A = (0,1) no es compacto.
3) Sea (E, d) un espacio métrico arbitrario y sea A € E tal que A

es un conjunto finito. Entonces, A es necesariamente compacto.

En efecto, por ser A un conjunto finito toda sucesion (a,,) de pun-
tos de A es tal que al menos uno de los elementos de A, por ejemplo b,
aparece un numero infinito de veces en la sucesion. Luego (b, b, -+ ) €s
una subsucesion de (a,) que converge al punto b que pertenece a A.

4) (R,|] |) no es un espacio métrico compacto.

En efecto, si se considera la sucesion de nUmeros reales
(a,)) = (2n) se tiene que converge a infinito y, por lo tanto, cualquier
subsucesidn de ella converge a infinito.
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Propiedades de los espacios métricos compactos

Teorema 1. Un espacio métrico compacto (E, d) es completo.

Demostracion. Sea (x,,) una sucesion de Cauchy de puntos de E' y
sea € > 0. Como (x,) es de Cauchy, existe ny,(¢) € N tal que para
todo n,m > ny d(xn, Xm) < /5.

Ademas, por hipotesis, E es compacto, de donde, existe una sub-
sucesion convergente (x,, ) de (x,) tal que limy_e x,, = x € E . De
aqui, dado &> 0 existe k, € N tal que para todo k> k,
d(xp,, %) < £/5.

Se observa que k, € N puede elegirse de modo tal que n;, > n,.
Pues si n,, <n, para todo k, € N, entonces el conjunto {n,} seria
finito y, por lo tanto, la aplicacion que a cada k — n; de Nen N no
seria inyectiva y entonces, no seria estrictamente creciente, lo que con-
tradice la definicion de subsucesion. Luego, como k > k, implica
ny > ng, > ng, resulta que n, > n, y como también n > n,, entonces
d(xn, Xp,) < €/5.

Luego, aplicando la desigualdad triangular surge que

d(x,,x) < d(xn:xnk) + d(xnk:x) < EHtEy=e¢

para todo n > n,,.
Es decir, se ha probado que existe x € E tal que x = lim,_,, Xy,
esto es, E es completo.

Observaciones

1. Sise aplica el teorema 1 al espacio métrico ([a, b],| |) se tie-
ne el siguiente resultado: Como ([a,b],| |) es un espacio métrico
compacto, entonces ([a, b],| |) es un espacio métrico completo.

2. Del teorema 1, se deduce: “Si E no es un espacio métrico com-
pleto, entonces E no es un espacio compacto”.

Por ejemplo, se ha visto que el espacio métrico ((0,1),| I) no es
un espacio métrico completo, de donde, se deduce que ((0,1), | I) no
es un espacio métrico compacto.
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3. En general, la reciproca de este teorema no es cierta, esto es, si
E es un espacio métrico completo, entonces E no es necesariamente
compacto.

Por ejemplo, (R,| |) es completo y no es compacto.

Teorema 2. Todo espacio métrico compacto (E,d) es separable.
Ademas, para todo € > 0 existe un nimero finito de puntos cuyo con-
junto A, = {p1,p2, -+, pi} €S tal que d(x, A,) < €, paratodo x € E, es
decir que todo punto x del espacio E se encuentra a una distancia me-
nor que & de algun punto del conjunto A,.

Demostracion. Se define inductivamente el conjunto A,. Dado
€ > 0, sea p; un punto arbitrario de E y p, otro punto de E tal que
d(p1, p2) = &, suponiendo que tal punto existiese; en caso contrario, se
tomaria A, = {p,}.

Sea p; un punto arbitrario de E tal que d(ps,p) =€ Yy
d(ps, p2) = €, suponiendo que tal punto existiese; si no existiese, se
tomaria A, = {p,,p,}.

Repitiendo este razonamiento, sea p,, un punto arbitrario de E tal
que d(pn, Pm) = €, para todo m < n, suponiendo que exista tal punto
Py Si N0 existiese, se tomaria A, = {p1, 02, ", Pn_1J}-

Este razonamiento puede realizarse solo un namero finito de ve-
ces, pues en caso contrario, la sucesién (p,,) de puntos de E tendria
que contener una subsucesion convergente hacia un punto de E, en
virtud de la hipotesis de compacidad de E, lo cual es imposible pues
ninguna subsucesién de (p,,) es de Cauchy por la forma en que se ob-
tuvo (p,,) Y, por lo tanto, no puede ser convergente.

Asi, se ha definido el conjunto A, y es claro que todo punto de E
dista de A, en menos que ¢. En efecto, si x es un punto cualquiera de E
tal que x & A,, entonces

d(x,p,-) < ¢ paratodo j =1,2,-:-,k
de donde,
dCx,40) = inf, {d(xp)) < d(xpy) <

Pj€As

paratodo j =1,2,--, k.
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Por otro lado, si x € A,, entonces x =p; para algun
j=1,2,-,k, de donde,

d(x,A,) =0<e.

Resta demostrar que el espacio E es separable. Considérese

B =A, UA1/2 U "-UA1/n U= UA1/n.
neN
Este conjunto, por ser union a lo sumo numerable de conjuntos a lo
sumo numerables, es a lo sumo numerable (Ascheri y Reid, 2008, capi-
tulo 1).
Ademas, es denso en E, pues para todo x € E y paratodo n € N
se tiene que

d(x,B) <d (X,Al/n) <% pues A1, S B (ver Nota 1)

Luego, existe un punto b € B tal que d(x,b) < % (ver Nota 2). Por
la propiedad arquimedeana, dado &> 0 existe n, € N tal que

ni < ¢&. De donde, paratodo n > n,
0

1 1
d(x,b)<;<n—o< €.

Por lo tanto, existe b € B tal que b € B(x, €), de donde, x € B.

De este modo E < B, lo que implica que B es denso en E. Por tanto,
E es separable.

Notas

1. Sea (E,d) un espacio métrico, A y B subconjuntos no vacios
de E tales que A € B € E. Entonces, d(x,B) < d(x,A) para todo
x €EE.

Seaa € A. Como A € B, entonces a € B, de donde

d(x,B) < d(x,a)

Luego, cualquiera sea a € A, d(x,B) < d(x,a), de donde,
d(x,B) < d(x,A).
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2. Sea (E,d) un espacio métrico, B un subconjunto no vacio de
Eyx€Etalque d(x,B) < % cualquiera sea n € N. Entonces, existe

b € B talque d(x,b) <% paratodon € N,
Es inmediato, a partir de la definicién de infimo.

Observacion

Este teorema se puede enunciar también como sigue: “Todo espa-
cio métrico compacto (E, d) es separable y totalmente acotado”.

En efecto, se ha probado que para todo x € E y para todo € > 0
existe un numero finito de puntos p;,py, -+, pr de E tales que
d(x,A,) < g, siendo A, = {p1, P2 ", P}

Luego, existe p; € A,, j=1.2,---,k, digamos p; tal que
d(x,pjo) <¢, de donde x € B(pj,¢) S Bc(pj,, &) para algin
pj, € Ag; por lo tanto, x € U}‘leC(pj, €), lo que implica que E es un
conjunto totalmente acotado.

Teorema 3. Todo espacio métrico compacto es acotado.
Demostracion 1. Sea (E, d) un espacio métrico compacto y consi-
dérese € = 1. Se debe probar que E es acotado. Esto es inmediato de la
definicion inductiva del conjunto finito A, del teorema 2. En efecto,
como
E=A,U(E -4,

resulta que

S(E)=6(A,U(E—A) <8(A)+6(E—A)+d(A,E—4) <
<5(4)) + 2,

debido a que d(4,,E — A;) < d(p;,x) < 1 cualesquiera sean p; € A,

y xEE—A;y aque §(E —A;) < 1. Ademas, como A; un conjunto

finito, entonces es acotado
Por lo tanto, E es acotado.

Demostracion 2. Como E es compacto entonces, por el teorema 2,
E es totalmente acotado, de donde, E es acotado.
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Teorema 4. Un subconjunto compacto A de un espacio métrico
arbitrario E es un conjunto cerrado.

Demostracion. Sea x € A. Entonces, existe (x,) € A tal que
X, — x en E. Como A es compacto, por hipétesis, existen (xnk) sub-

n—-oo

sucesion de (x,) y un punto a € A tal que x,, —a Pero ademas,
—00
como (x,,) es una subsucesion de (x,), entonces x,, — x. Luego,
k—co

por unicidad del limite de una sucesion, x = a € A. Por lo tanto,
ACA.

Observacion
De los teoremas 3 y 4 resulta que: Un subconjunto compacto A de
un espacio métrico arbitrario E es un conjunto cerrado y acotado.

Teorema 5. Todo subconjunto cerrado F de un espacio métrico
compacto E es compacto.

Demostracion. Sea (x,) una sucesion arbitraria de puntos de
F < E. Como, por hipdtesis, E es compacto, existe (xnk) subsucesion

de (x,) que converge a un punto x € E. Luego, x € F y, como F es
cerrado, x € F. Esto demuestra la compacidad de F.

Teorema 6. (Cantor). En un espacio métrico compacto E, toda
sucesion (F,) de conjuntos cerrados no vacios encajados de E (es de-
cir, ;2 F,2--2F, 2 --) satisface

ﬂant @.

Demostracion. Como cada conjunto F,, # @, para todo n € N, en-
tonces se puede elegir un punto x,, € F,,, n € N. Queda asi determina-
da una sucesion (x,,) de puntos del espacio compacto E. Luego, exis-
ten (x,, ) subsucesion de (x,,) y x € E tal que x,, — x. Cada uno de
los conjuntos F,, contiene a casi todos los términos de la sucesion (x,,),
excepto a lo sumo un namero finito y, por lo tanto, a casi todos los
términos de la subsucesion (x,, ). Luego, x € F,, paratodo n € N. Y

como los conjuntos E, son cerrados, se concluye que x € F,, paratodo
n € N. Por lo tanto, x € NyenF, Y aSh, Npen By = 9.
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Teorema 7. (Borel). Si E es un espacio métrico compacto tal que
E = U,en Gn, siendo G,, conjuntos abiertos, entonces existe un indice
mtalque E =G, UG,U UG, = UL, G;.

En otras palabras: todo cubrimiento numerable de un espacio me-
trico compacto E compuesto por conjuntos abiertos contiene un subcu-
brimiento finito.

Demostracion. Supdngase que E es un espacio métrico compacto
tal que E = U,ey Gy, Siendo G, conjuntos abiertos. Supéngase, ade-
mas, que no existe un indice m tal que E = U%, G; y considérense los
siguientes conjuntos:

F,=E—-G,

F2=E—(61UG2)
E,=E—-(G;UG,U--UG,)

Por lo tanto, F, es un cerrado de E, para cada n € N, por ser el
complemento de un conjunto abierto. Ademas, F, # @, para todo
n € N, pues si algun F, fuera vacio, entonces E = U}-, G;, lo cual se-
ria una contradiccion. Claramente, también se satisface la condicion
FF2F,2: 2--

Entonces, como E es compacto, por el teorema de Cantor, se con-

cluye que
ﬂ E, # Q.
En virtud de las leyes de De Morgan, se deduce que

E+E-— ﬂFn:U (E—Fn)=U (GLU G, U U Gy).
neN neN

neN

Por otro lado, por hipotesis, se tiene que

E=U GngU (GLUG,U--UG,) S E
neN neN

entonces,
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E =Upen(GL UG, U U G,).

Luego, se ha llegado a una contradiccion. Por lo tanto, existe un
indice mtal que E = U2, G;.

La siguiente caracterizacion de la nocién de compacidad es muy
importante. De hecho, a veces se toma como definicion de espacio
métrico compacto.

Teorema 8. (Borel-Lebesgue). Si E es un espacio métrico com-
pacto tal que E = U, G;, siendo G, conjuntos abiertos, entonces existe
un sistema finito de indices ¢, t;, -+, t, talque E = UL, Gy,

En otras palabras: todo cubrimiento de un espacio métrico com-
pacto E compuesto por conjuntos abiertos contiene un subcubrimiento
finito.

Demostracion. Supdngase que E es un espacio métrico compacto
tal que E = U, G;, siendo G, conjuntos abiertos. Por ser E compacto,
entonces E es separable (por el teorema 2) y, por lo tanto, se puede
aplicar el teorema de Lindel6f en virtud del cual todo cubrimiento del
espacio separable E compuesto por conjuntos abiertos G, contiene un
subcubrimiento a lo sumo numerable.

Asi, si el subcubrimiento es numerable, entonces E = Uyey Gy,
siendo G, conjuntos abiertos. Por el teorema de Borel (teorema 7),
este  subcubrimiento  contiene  un  subcubrimiento  finito
G, Gey, e, Gy, tal que

E = th V) Gtz U---uU Gtm = U‘{Zl Gti’

y el teorema queda demostrado.
Si el subcubrimiento es finito, entonces el teorema es inmediato.

Observaciones

1. Un espacio E tiene la propiedad de Borel-Lebesgue si: todo cu-
brimiento de E compuesto por conjuntos abiertos contiene un subcu-
brimiento finito; mas explicitamente, para todo cubrimiento {G,}.cr de
E compuesto por conjuntos abiertos existe un sistema finito de indices
ty, b, ty tal que E = UL, Gy,
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2. Envirtud de la observacion 1, el teorema de Borel-Lebesgue se
puede enunciar como sigue: Si E es un espacio métrico compacto, en-
tonces E posee la propiedad de Borel- Lebesgue.

3. El teorema de Borel-Lebesgue puede enunciarse de forma mas
general como sigue:

Sea A un espacio compacto y sea {G.};cr una familia dada de con-
juntos abiertos tal que A S Uy G; €n un espacio métrico arbitrario E.
Entonces, existe un sistema finito de indices tq,t,,:,t,, tal que
A € UL, Gy, Esto es, si A es un espacio compacto en un espacio me-
trico arbitrario E, entonces A tiene la propiedad de Borel-Lebesgue.

En efecto, sea A S U;er G;- Como A es separable, ya que es com-
pacto, se puede aplicar el teorema de Lindel6f, en virtud del cual todo
cubrimiento de A compuesto por conjuntos abiertos G, contiene un
subcubrimiento a lo sumo numerable.

Si el subcubrimiento es finito, entonces resulta inmediato. Si el
subcubrimiento es numerable, entonces A < Uy, G, . Aplicando el
teorema de Borel a este cubrimiento, se puede elegir un subcubrimien-
to finito G, G¢,, -, G, tal que

m
Ac U Ge,
i=1

quedando asi demostrado que A tiene la propiedad de Borel-Lebesgue.

El siguiente resultado puede verse como un refinamiento del teo-
rema de Cantor.

Teorema 9. (Riesz). Si E es un espacio métrico compacto y
{F;};er es una familia de conjuntos cerrados de E tal que
Fy, nF, NN F,# @ para todo sistema finito de indices, entonces
toda la familia tiene una interseccion no vacia, es decir, Nier Fy # @.

Demostracion. Supdngase que N;er Fr = @. Entonces, {E — Fi}ier
seria una familia de abiertos de E tal que

E=E—Nter Ft = Uter (E - Ft)-

Luego, esta familia es un cubrimiento abierto del espacio compac-
to E y, entonces, por el teorema de Borel-Lebesgue (teorema 8), este
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cubrimiento contiene un subcubrimiento finito E —F, ,E —Fy,,

...,E—F, talque
m
E= U(E —Fy,).
i=1

De aqui, en virtud de las leyes de De Morgan, se obtiene

Q= E‘U(E_Fti) = ﬁFti
i=1 i=1

lo cual es absurdo, pues contradice la hipdtesis. Luego, Ner Fr # @.

Observaciones

1. Se dice que una familia {F,};c; de conjuntos tiene la propiedad
de la interseccion finita (P.l.LF.), si toda subfamilia finita
{Ftl,FtZ,---,th} posee una interseccidbn no vacia, esto es, Si
Fy, nF, NN F, # @ paratodo sistema finito de indices.

2. Se dice que un espacio E tiene la propiedad de Riesz, si una
familia {F,};c; de conjuntos cerrados de este espacio E que verifique
la P.I.LF. tiene, ella misma, una interseccion no vacia, es decir,
Nter Fr # ©.

3. En virtud de las observaciones anteriores, el teorema de Riesz
(Teorema 9) se puede enunciar del siguiente modo:

Si E es un espacio métrico compacto, entonces E posee la propie-
dad de Riesz, esto es, si E es un espacio métrico compacto y {F,};cr €s
una familia de conjuntos cerrados de E tal que verifique la P.1.F., en-
tonces toda la familia tiene una interseccion no vacia, es decir,
Neer Fe # 0.

Definicion. Se dice que un espacio métrico E es contablemente
compacto, si todo conjunto infinito de E contiene un punto de acumu-
lacidn que pertenece al espacio E.

Cuando se dice que un conjunto A de E es contablemente compac-
to, se entiende que el conjunto A tratado como un espacio forma un
espacio contablemente compacto, hablando estrictamente, si todo con-
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junto infinito B de A contiene un punto de acumulacion que pertenece
al espacio A.

Teorema 10. Sea E un espacio métrico arbitrario. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1) E es compacto, o sea, E posee la propiedad de Bolzano-
Weierstrass.

2) E posee la propiedad de Borel-Lebesgue.

3) E es contablemente compacto.

Demostracion.

1) = 2) Ya fue probado en el teorema 8 de Borel-Lebesgue.

2) = 3) Supdngase que A es un subconjunto de E con la propie-
dad de Borel- Lebesgue que no posee puntos de acumulacion en E.

Como ningun punto de E es punto de acumulacion de A, entonces
para cada x € E existe una bola B(x, €) que no corta a A o bien solo lo
corta en el propio punto x. (1)

Se observa que la familia {B(x, €)},cg €s un cubrimiento abierto
de E, pues para cada punto x € E, se tiene que x € B(x, ), cualquiera
sea € >0y, por lo tanto, Uyepfx} € U,er B(x,€), cualquiera sea
€>0. Se tiene asi la igualdad E = U,egB(x,¢), cualquiera sea
e>0.

Se toma, entonces, la familia {B(x, €)},¢g Siempre que € > 0 ve-
rifique la condicién (1) como un cubrimiento abierto de E.

Como E posee la propiedad de Borel-Lebesgue, este cubrimiento
admite un subcubrimiento finito, es decir, es posible elegir un subcu-
brimiento finito {B(x;, &;):i = 1,2,---,n} de modo tal que

n
ACE = UB(XL',SL').
i=1

Como UL, B(x;, &;) contiene un maximo de n puntos de 4, ya que
cada bola tiene uno o ningun punto de A, entonces se concluye que A
es un conjunto finito. En consecuencia, se ha probado que si A es un
subconjunto de E con la propiedad de Borel-Lebesgue que no posee
puntos de acumulacion en E, entonces A es un conjunto finito. Por lo
tanto, todo subconjunto infinito de E con la propiedad de Borel-
Lebesgue contiene un punto de acumulacién en E.
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3) = 1) Sea (x,,) una sucesion de puntos de E y se designa con B
el conjunto formado con los términos de la sucesion (x,,); esto es,

B ={xy, x5, }.

Si B es un conjunto finito, entonces la sucesion (x,,) es tal que al
menos uno de los puntos de E, por ejemplo b, se repite un nimero in-
finito de veces en la sucesiéon (x,). Luego, (b, b,---) es una subsuce-
sion de (x,,) que converge al punto b € E. Por lo tanto, E es compacto.

Por otra parte, si B es infinito, entonces por ser E contablemente
compacto, B tiene un punto de acumulacion x € E. Pero entonces, ca-

da una de las bolas B (x, %) para todo k € N, contiene un namero infi-
nito de puntos de B y, por lo tanto, un nimero infinito de términos de
la sucesion (x,,). Se construye la subsucesion (x,, ) de (x,) del si-
guiente modo:

Se toma x,,, € B(x,1)

Se escoge x,, € B (x, %) de modo tal que n, > n,.

Se elige x,,, € B (x, i) tal que nz > n,.

Se continua la construccion de manera analoga. Obsérvese que es
posible continuar escogiendo un término para la sucesion (xnk) porque
en cada bola hay infinitos términos de la sucesion (x,). La sucesion
(xn,) se ha elegido de modo tal que ny <n, < -+ <my <-- para
todo k € N, por lo que (x,,) es una subsucesion de (x,).

Sea € > 0. Por la propiedad arquimedeana, existe k, € N tal que

ki < &, de donde, para todo k > k, se verifica que
0

1 1
Xn, € B (x,E> CB (x,k—0> C B(x, ¢).
Es decir, d(x,,,x) < & paratodo k > k.
Y esto implica que

X,, — X,C0Nnx € E.
—00

k

Luego, E es compacto.
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Observacion

El teorema 10 se puede enunciar de forma méas general como si-
gue:

Sea (E,d) un espacio métrico arbitrario y sea A S E. Entonces,
son equivalentes:

1) A es compacto o sea, A posee la propiedad de Bolzano-
Weierstrass.

2) A posee la propiedad de Borel-Lebesgue.

3) A es contablemente compacto.

Teorema 11. En un espacio métrico compacto E, la familia de
conjuntos que son a la vez abiertos y cerrados es a lo sumo numerable.

Demostracion. Como un espacio métrico compacto es separable
(teorema 3), entonces E tiene una base. Se designa con
B ={G,,G,,---} la base de E. Pero entonces, todo conjunto abierto
H es la union de un cierto nimero de estos conjuntos. Si ademas, el
conjunto H es cerrado (y por lo tanto, es compacto, por el teorema 5),
se puede suponer que este namero es finito (en virtud del teorema de
Borel-Lebesgue). Por lo tanto, se puede asignar a todo conjunto abier-
to-cerrado de H un sistema finito de numeros naturales k4,
k,, -, k, de forma que

H = le V) sz U---u Gkn'

Evidentemente, a conjuntos distintos H corresponden distintos sis-
temas de nimeros naturales. Por lo tanto, a lo sumo hay tantos conjun-
tos abiertos-cerrados como sistemas finitos de numeros naturales, y el
namero de estos es a lo sumo numerable (pues estos son obtenidos a
partir de B que es a lo sumo numerable). Luego, hay una cantidad a lo
sumo numerable de conjuntos abiertos y cerrados.

A continuacién, se estudia el comportamiento de los conjuntos
compactos bajo funciones continuas.
6.2. Aplicaciones continuas de espacios compactos

Teorema 12. Sean (E,d) y (E',d") espacios métricos, E compac-
toy f: E — E' continua. Entonces, f(E) es compacto. Es decir, la
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imagen continua de un espacio compacto es un espacio compacto; esto
es, la compacidad es invariante por aplicaciones continuas.
Demostracion. Sea (y,,) una sucesion de puntos de f(E), es decir,
yn = f(x,) para cada n € N, siendo (x,,) una sucesion de puntos de
E. Como, por hipotesis, E es un espacio métrico compacto, la
sion (x,,) de puntos de E contiene una subsucesion (xnk) convergente

a x € E. Por la continuidad de f, se deduce que f(x,,) <=/ (),
es decir, y,, k—o;f(x) € f(E), lo que demuestra que el espacio f(E)

es compacto.

Teorema 13. Si (E,d) es un espacio compacto, F es un subcon-
junto cerrado de E' y f es una funcidn continua definida en E, entonces
f(F) es un subconjunto cerrado del espacio f(E).

Demostracion. Como F es un subconjunto cerrado del espacio
compacto E entonces, en virtud del teorema 5, F es compacto. Luego,
por el teorema 12, como f es una funcidn continua, entonces f(F) es
un subconjunto compacto del espacio f(E) vy, por lo tanto, por el teo-
rema 4, f (F) es un subconjunto cerrado del espacio f(E).

Teorema 14. Si la funcién f continua e inyectiva aplica el espacio
compacto (E,d) sobre un espacio métrico (E’,d'), entonces f es un
homeomorfismo.

Demostracion. La funcion f es continua y biyectiva, por hipote-
sis. Solo resta probar que la funcion inversa g = f~1 es continua.

Sea F un subconjunto cerrado del espacio E. Entonces,

g rY(F) = (fH~Y(F) = f(F), pues f es biyectiva.

Por el teorema 13, f(F) es un cerrado del espacio f(E) = E', pues
f es sobreyectiva; esto es, (f™1)"1(F) = g 1(F) es un cerrado del
espacio E’, lo cual demuestra que g = f~ es continua.

Merece la pena destacar una consecuencia importante que se ob-
tiene tomando (R,| |) como espacio métrico de llegada de la funcion

f.

Teorema 15. (Generalizacion del Teorema de Weierstrass).
Toda funcion real continua f definida en un espacio compacto E esta
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acotada y alcanza efectivamente su supremo y su infimo en E. Esto es,
f tiene un méaximo absoluto y un minimo absoluto en puntos de E.

Demostracion. Como f : E — R es continua y E es un espacio
métrico compacto entonces, por el teorema 12, f(E) es un subconjunto
compacto de Ry, por lo tanto, es un conjunto cerrado y acotado (por
los teoremas 3 y 4).

Como el conjunto f(E) es acotado, existen s = sup,ep{f(x)} e
i = infex{f(x)}. Y por ser un conjunto cerrado, el supremo s y el
infimo i pertenecen a f(E). Por lo tanto, existen x, ,x, € E tales que
f(x)) =syf(x,) =i,0 sea existen x;,x, €E tales que
f(x) < f(x) < f(x,), paratodo x € E. Por lo tanto, f alcanza su
supremo y su infimo en E.

La version que se conoce del siguiente teorema afirma que toda
funcion continua en un intervalo cerrado y acotado, con valores reales,
es uniformemente continua. En realidad, la demostracion no utiliza que
el conjunto de definicién sea un intervalo, sino solamente que es un
subconjunto cerrado y acotado de R, es decir, compacto. Por lo tanto,
el siguiente resultado generaliza la version conocida de Analisis.

Teorema 16. (Generalizacion del Teorema de Heine sobre con-
tinuidad uniforme). Una funcion continua f definida en un espacio
métrico compacto E es uniformemente continua.

Demostracion. Supongase que f : (E,d) — (E’,d’) es una fun-
cién continua definida en un espacio métrico compacto (E, d).

Por reduccion al absurdo, supongase que f no es uniformemente
continua. Entonces, existira un € > 0 tal que para cada & > 0 existiran
puntos x, x” € E que satisfagan las condiciones

dix,x) <8 y d'(f(x),f(x)) = e

De aqui sigue, en particular, para & =%, n € N, que existen
Xn, X%y, €en el espacio E tales que para todo n €N se tiene
! 1 ! !
d(xn: xn) < ; y d (f(xn):f(xn)) 2 E.
Quedan asi determinadas dos sucesiones (x,) y (x;,) de puntos del
espacio compacto E. Se puede seleccionar una subsucesion (xnk) de
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(x») tal que x,, — p, con p € E. Puesto que d(xnk,x;,k)IH—O;O, se
deduce que también xy 2D

Como f es continua, se tiene que f(xp,) — f(p) y
f ) 2 f ).

Luego, d’ (f(xnk)’f(xﬁk»,ﬁ_m’ 0, lo cual es una contradiccion,

yaque d'(f(x,), f(x})) = ¢ paratodon € N.
Se concluye que f es uniformemente continua.

6.3. Producto cartesiano de espacios compactos

Teorema 17. El producto cartesiano E X E' de los espacios com-
pactos (E,d) y (E',d") es un espacio compacto.

Demostracion. Sea z, = (x,,, y,,) € E X E' para todo n € N. En-
tonces, x, € E, y, € E' paratodo n € N.

Por ser el espacio E compacto, se puede elegir una subsucesion
(xn, ) de la sucesion (x,,) tal que limy_,o x,, = x € E.

Consideérese la subsucesion (Ynk) de la sucesion (y,) (se escogen
los mismos subindices que los de la subsucesion de (x,)). Como (ynk)
es una sucesion de puntos de E' y E’ es un espacio compacto, se puede

elegir una subsucesion (Ynk )tal que lim, L ¥, =y € E'.
T T
Si se toma ahora la subsucesion (xnkr) de (xnk), se sabe que satis-
face que
lim, e X, = X € E.
Resulta asi que se ha seleccionado la subsucesion

(anr) = ((xnkr.ynkr)) de la sucesion (z,) que converge hacia el
punto (x,y) € E X E'. Por lo tanto, E X E' s un espacio compacto.

Observaciones

1. El producto cartesiano de un numero finito de espacios com-
pactos es un espacio compacto.
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Este caso se puede reducir, por induccién, al producto de dos espa-
cios compactos (teorema 17).

2. I" = [T~,[a;, b;] cubo n-dimensional o hipercubo (subconjun-
to de R™ con la métrica d,) es un espacio compacto.

En efecto, como cada uno de los conjuntos [a;, b;], i = 1,2,-+,n
de R con la métrica usual es un espacio compacto, por la observacién
1, resulta que I™ es un espacio compacto.

3. De la observacién anterior surge que para subconjuntos de R™
con la métrica d,, el concepto de compacto es equivalente al concepto
de cerrado y acotado.

En efecto, si A € R™ es un espacio compacto entonces, por los
teoremas 3 y 4, A es un conjunto cerrado y acotado.

Reciprocamente, supongase que A es un conjunto cerrado y acota-
do. Por ser A un conjunto acotado, existe un hipercubo H tal que
A € H. Como H es un espacio compacto, por la observacion 2,y A es
un subconjunto cerrado del compacto H, entonces A es un espacio
compacto (por el teorema 5).

4. En general, un conjunto puede ser cerrado y acotado pero esto
no implica necesariamente que sea compacto. Por ejemplo, en (E,d)
considérese un conjunto A < E tal que A es infinito. Se sabe que A es
un conjunto cerrado y acotado, pero no es compacto.

Finalmente, se definird un conjunto de nimeros reales con impor-
tantes propiedades.
6.4. El conjunto de Cantor

Sea T, el intervalo cerrado [0, 1]. Se divide al intervalo en tres
. . . 1 2 .
partes iguales y se sustrae el tercio medio, 0 sea (3— ,5). Se designa

mediante T, el conjunto cerrado resultante, que es union de dos inter-
valos cerrados de longitud 1/3, es decir
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o llofe o

Se divide cada uno de estos intervalos cerrados que han quedado
en tres partes iguales y se eliminan los intervalos abiertos centrales, es

. 1 2 7 8
decir, (515) ¥ (55 )

El conjunto obtenido T, es un conjunto cerrado, pues es la unién
de cuatro intervalos cerrados cada uno de longitud 1/3 2, s decir

1 21 2 7 8
r=[ogultilvEi vl
Continuando con este procedimiento, se obtiene una sucesion de-

creciente
T,27T,2--2T, 2 -

de conjuntos cerrados no vacios.

I

o

-

win
-

H
o
i
e
i
ol
L’w
{am

f|
I

I
le-
e
w| N
L
e
1N
Iﬁ\ﬁ
Iﬁl'&‘

Obsérvese que T, es la union de 2™ intervalos cerrados disjuntos,
cada uno de longitud 1/3,1. Se deduce, entonces, que la longitud de T,

es (2/3)n, pues

n n
longitud(T,,) = long(T,) = X3ty 6(i) = 5+ + -+ = (2)

Not

2™ veces

siendo I, las componentes de T,.
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n
Por lo tanto, long(T,) = (g) tiende a cero cuando n — oo.
Considérese el siguiente conjunto, que se denota con C,

C= ﬂ T..
n=1

Este conjunto se denomina conjunto de Cantor y tiene las siguien-
tes importantes propiedades:

1) C #0.

Se deduce a partir del teorema de Cantor y teniendo en cuenta que
T, = [0, 1] es un espacio compacto.

2) C es un conjunto cerrado.

Debido a que T;, es cerrado paratodo n € N, porque es union fini-
ta de conjuntos cerrados. Entonces, como C es interseccion de conjun-
tos cerrados resulta que C es un conjunto cerrado.

3) C es un espacio compacto.
En efecto, por ser un subconjunto cerrado del espacio compacto
T, = [0, 1] (por el teorema 5).

4) C es un espacio completo, separable y totalmente acotado.
Sigue inmediatamente a partir de los teoremas 1y 2.

5) C es un conjunto ralo o nunca denso, esto es, C tiene interior
vacio.

En efecto, sea x € C y sea € > 0. Es posible elegir n € N suficien-
n
temente grande tal que (2) <2e=8((x—¢x+¢)), pues, en caso
n
contrario, si paratodon € N (g) > 2¢& > g, entonces se contradice el

hecho de que la longitud de T, que es (2/3)n, tiende a cero. Luego,

(x—¢&,x+¢€) LT, paraalgin n € N suficientemente grande y, por
lo tanto,

(x—e,x+e),¢_ﬂTn=C.

neN
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Es decir, C tiene interior vacio.

6) C es un conjunto denso en si, esto es, C € C“.

En efecto, sea x € C = NpenyT,. Entonces, x € T,, para todo
n € N. Sea € > 0. Se puede elegir n € N suficientemente grande tal
que

long(T,) = ZZ 5(1,) = (g)n <e
k=1

lo que implica que &(I,) <e, k=1,2,---,2", siendo I, las compo-
nentes de ese T,,.

Si se designa I; a la componente de T;, que contiene a x, entonces
xe€lL, [ S (x—¢gx+e¢).

Pero como I, = [a,b] Yy x € [a, b], entonces, 0 x # a 0 x # b.
Supongase que x # a (analogamente se trata el caso x # b). Entonces,
a€(x—¢gx+e)—{x}yaeC.Luego,

((x —&,x+¢) — {x}) n C # @, valido paratodo & > 0

y, por lo tanto, x € C%.

7) C es un conjunto perfecto.
Inmediato, por ser C un conjunto cerrado y denso en si.

Observacion
Los puntos que representan los extremos de los intervalos omitidos

0.1 121278

) )3)3)9)9!9!9!
pertenecen a C. Pero también pertenecen a C otros puntos. Se puede
comprobar que al conjunto C pertenecen aquellos numeros x,

0 < x <1, que pueden representarse al menos mediante una fraccion
ternaria

0]

a,  az n _ g

3 32 3n r-— 3_k
k=1

donde los nimeros a,, pueden tomar los valores 0 6 2.
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6.5. Ejercicios propuestos

1. Sea (E,d) un espacio métrico. Demuestre que las siguientes
condiciones son equivalentes:
(a) E es compacto, esto es, E satisface la propiedad de Bolzano-
Weierstrass.
(b) Todo conjunto infinito E tiene derivado no vacio.
Observacion: Con lo anterior se prob6 que:
E es compacto < E es contablemente compacto.

2. Demuestre que un subconjunto cerrado F de un espacio (E,d)
contablemente compacto es contablemente compacto.

*3. Sea A un subconjunto compacto de un espacio métrico (E, d).
Demuestre que para todo B c E existe un punto pe A tal que

d(p,B)=d(A B).

*4, Sea A un subconjunto compacto de un espacio métrico (E,d)
y sea B un subconjunto cerrado de E tal que AN B = @. Demuestre
que d(A4,B) > 0.

5. Encuentre un cubrimiento abierto del intervalo (0,1) de R con
la métrica usual del cual no se pueda extraer ningin subcubrimiento
finito.

Conclusion: Cada intervalo abierto de la recta R con la métrica
usual no es compacto.

6. Analice cudles de los siguientes subconjuntos del espacio mé-
trico (R,| |) son compactos:
() Un subconjunto formado por un namero finito de puntos.
(b) Cada intervalo cerrado [a,b].

() A={xo}uZ, donde Z es el conjunto de términos de
(xn)nen Que es una sucesion convergente a X, .

(d) Los enteros.
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7. Pruebe que en el espacio métrico (E,d;), todo subconjunto A
de E es compacto si y solo si es finito.

8. Considere el espacio métrico (Q,| |). Pruebe que el conjunto
F={x€Q:2<x?<3,x=0} es cerrado y acotado, pero no es
compacto.

9. Demuestre las siguientes afirmaciones cuando sean ciertas VY,

cuando no lo sean, encuentre un contraejemplo.

(a) Sea (E,d) un espacio métrico y A un subconjunto de E. Si A
es compacto, entonces es acotado.

(b) Sea f:(E,d)——(E',d") continuay (E, d) compacto. Si K
es cerrado en (E, d), entonces f(K) es cerrado en (E’,d").

(c) Sean (E,d), (E',d") dos espacios métricos compactos y
f :E——FE'una biyeccion continua. Entonces f:E'——>Ees
continua.

(d) Sea (E,d) un espacio métrico y A un subconjunto de E. Si 4
es compacto, entonces A es compacto.

10. Sea (E, d) un espacio métrico y sean K —c E, F —c E tal que
K es compacto y F es cerrado. Entonces, pruebe que K m F es com-

pacto.
Observacién. Demuestre, previamente, usando K es compacto si 'y
solo si K tiene la propiedad de Borel-Lebesgue, lo siguiente:
(a) Si K es un subconjunto cerrado y K <« K'< E con K' com-
pacto, entonces K es compacto.
(b) Si K es un subconjunto compacto de un espacio métrico arbi-
trario, entonces K es cerrado.

11. Pruebe que la union finita y la interseccion arbitraria de com-
pactos son conjuntos compactos. (Es la unién infinita de compactos
necesariamente un conjunto compacto?

*12. Sea (E,d) un espacio métrico arbitrario y K < E . Demues-

tre que son equivalentes:
(a) K tiene la propiedad de Borel-Lebesgue.
(b) K es cerrado y tiene la propiedad de Riesz.
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*13. Para que un espacio métrico E sea compacto, es decir verifi-
que la propiedad de Bolzano-Weierstrass es necesario y suficiente que
sea completo y totalmente acotado.

*14. Un subconjunto A de un espacio métrico E completo es com-
pacto si y solo si es cerrado y totalmente acotado.

*15. Si E tiene la propiedad de Riesz, entonces pruebe que E
tiene la propiedad de Bolzano-Weierstrass (0 sea que es valida la reci-
proca del Teorema de Riesz).

*16. Sean (E,d) un espacio métrico. Pruebe que son equivalentes:
(@) E es totalmente acotado y completo.
(b) E tiene la propiedad de Borel-Lebesgue.

*17. Sean (X,d) e (Y,d') dos espacios métricos, X compacto,
C,(X)={f:X —>Y,continuas} y D(f,g)=sup{d'(f(x),g(x))}
xe X
Pruebe que:
(@) (C,(X),D) es un espacio métrico.
(b) f,——=—>f enC,(X)siysolosi f,———>f enY
uniformemente.
(c) Si Y escompleto, entonces C, (X ) es completo.
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Apéndice

El resultado méas notable con respecto a los puntos de acumulacién
es, sin duda, el teorema de Bolzano-Weierstrass. Afirma que todo sub-
conjunto A de R, infinito y acotado, tiene al menos un punto de acu-
mulacion (que puede o no pertencer a A).

Teoremal. (Bolzano-Weierstrass). Sea A un conjunto infinito
acotado de numeros reales. Entonces, A tiene al menos un punto de
acumulacion.

Demostracion. Como A es un conjunto acotado entonces, A es un
subconjunto de un intervalo I, = [a;,b;] =[a—1,a+71], a €A,
r >0 de longitud 2r.

Se divide el intervalo I, en dos partes iguales; al menos uno de es-
tos subintervalos contiene un subconjunto infinito de puntos de A. Se
designa a este subintervalo I, = [a,, b,] que contiene un nimero infi-
nito de puntos de A y tiene longitud r.

Se divide de nuevo I, en dos partes iguales. Como antes, uno de

los intervalos cerrados [az,%(a2 + bz)] 0 E (a, + bz),bz] tiene que
contener un numero infinito de puntos de A. Se designa mediante I5 a
dicho intervalo de longitud T/Z'
Continuando con este procedimiento, se obtiene una sucesion de
intervalos cerrados en encaje
L2L,2 21,2

tal que el n-ésimo, I,, = [a,,, b,,] contiene un nimero infinito de puntos
de Ay evidentemente
limn—mollnl =0,
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donde |I,,| denota la longitud del intervalo I,, pues por el procedimiento
de la biseccion, se obtiene que
1

T
Zn_llbl—a1| =——NnE N.

1
|ITL| = |bn _anl =E|bn—1 - an—ll = n—2!

Por la propiedad de encaje de los intervalos de los nimeros reales
existe un punto p € I,,, paratodo n € N.

Se probara que p es un punto de acumulacion del conjunto A. En
efecto, sea € > 0y considérese B(p, &) = (p — &, p + €). Cuando n es
suficientemente grande, es decir, cuando —— < &, el intervalo I, que

2n—2
contiene a p debe, en efecto, estar contenido en (p — &,p + €); esto es,
para n suficientemente grande, p € I,,, I, € (p — &,p + €).

Puesto que I, contiene una infinidad de puntos de A, también los
contiene (p —&,p +¢€); 0 sea que, (p — &,p + €) que contiene a p,
contiene a otros puntos de A diferentes de p, esto es,

(p—ep+e)—{PHnA=0,

resultado valido cualquiera sea ¢ > 0, de donde, p es un punto de
acumulacion de A.

De este teorema surge el siguiente resultado.

Teorema 2. Toda sucesion acotada de nimeros reales (a,) con-
tiene una subsucesion convergente.

Demostracion. Considérese el dominio de valores de la sucesion
(an): {an}.

Si el dominio de valores es finito, entonces uno de sus puntos ima-
genes, por ejemplo b, aparece un nimero infinito de veces en la suce-
sion; por lo tanto, (b, b, b, --+) es una subsucesion de la sucesion (a,) y
ademas, convergente a b.

Por otra parte, si el dominio de valores es infinito entonces, por el
teorema de Bolzano-Weierstrass, el conjunto infinito acotado {a,}
tiene un punto de acumulacién, digamos p. Pero entonces, cada una de
las bolas abiertas

Bi=(p-1p+1),B, = (p—%,p+%),B3 = (p—g,p.y%),...

contiene un nimero infinito de términos de la sucesién (a,,).
Se construye la sucesion (ank) de la siguiente manera:
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Se elige a,,, de los puntos de B;.

Se escoge a,, de los puntos de B, de modo tal que n, > n;; es
decir, tal que a,, aparezca después de a,,, en la sucesion (ay,).

Se selecciona a,,, de los puntos de B; de modo tal que n; > n..

Se continda la construccién de manera analoga. Se observa que
siempre es posible continuar eligiendo un siguiente término para la
sucesion (ay, ), porque en cada bola B, hay un nimero infinito de
términos de la sucesion original (a,,).

Como los terminos de la sucesion (ank) se han elegido de modo
tal que n; <n, < - <m < - paratodok € N, entonces (a,, ) es
una subsucesion de (a,). Se probara que lim,._,, a,, = p.

En efecto, sea € > 0 y considérese (p —¢,p + €). Dado € > 0,
por la propiedad arquimedeana, existe k, € N tal que kio < &. En con-

secuencia, para todo k > k,
1 1 1 1
A, € (p—;,p+z) c (p—k—o,p+k—0)§ (p—ep+e).

Asi, (p — &, p + €) contiene a casi todos los términos de la suce-
sion (ay,), esto es, limyo, @y, = p.

Teorema 3. Toda sucesion de Cauchy (a,,) de nimeros reales es
acotada.

Demostracion. Como la sucesién (a,,) de nimeros reales es una
sucesion de Cauchy, entonces para € = 1 existe ny(1) € N tal que
paratodo n,m > n, |a, — a,| < 1.

En particular, para m = n, + 1 se verifica que |a, — an 41| < 1
para todo n > n,, de donde, a, € (an,41 — 1,an,41 +1) para todo
n > ny. Luego, solo resta acotar un numero finito de puntos de la su-
cesion (a,,).

Sean

a= méx{al, Ay, Anyy g1 T 1}

B = min{al, Az, Angs Qg1 — 1}.
Entonces, a es una cota superior del dominio de valores {a,},en
de la sucesion (a,) y B es una cota inferior. Es decir, § < x,, < a para
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todo n € N. Por lo tanto, (a,) es una sucesion acotada de nimeros
reales.

Teorema 4. Sea (a,) una sucesion de Cauchy de nimeros reales.
Si una subsucesién (ank) de (a,,) converge a un punto b entonces, la
sucesion de Cauchy original converge también a b.

Demostracion. Sea € > 0. Es necesario encontrar un n, € N tal
que n > n, implique |a,, — b| < €.

Como (a,,) es una sucesion de Cauchy, dado & > 0 existe ny € N
tal que para todo n,m > n, se verifica que |a,, — a,,| < %

Ahora, como la subsucesion (ank) converge a b, dado & > 0 exis-
te ko € N tal que para todo k > k, se verifica que |a,, — b| < %

Obsérvese que se puede escoger un ny,, > n,. Asi, k > k, implica
n, > ng, > ng Y, entonces

|an — an | <> paratodon > n,.
En consecuencia, cualquiera sea n > n, Se tiene
& &
lay — bl < |a, — an, | + |an, — b <;t;=e

Por lo tanto, (a,,) converge a b.

Teorema 5. Toda sucesion de Cauchy (a,) de nimeros reales
converge a un numero real; esto es, R es completo.

Demostracion. Segun el teorema 3, la sucesion de Cauchy (a,) es
acotada. Entonces, por el teorema 2, la sucesion acotada (a,) contiene

una subsucesion (ank) convergente a un nimero real. De acuerdo al
teorema 4, la sucesion de Cauchy (a,) converge al mismo limite que
su subsucesion (ank). De donde, se concluye, que la sucesién de Cau-
chy (a,) converge a un nimero real.
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