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El presente texto es producto de nuestra experiencia como profeso-

ras de la asignatura Topología - Topología I que se dicta para estudian-

tes del Profesorado y de la Licenciatura en Matemática. Nuestra inten-

ción es aproximar un poco más la materia al estudiante de matemática 

a partir de un enfoque clásico.  

El concepto de espacio métrico fue introducido por el matemático 

M.R. Fréchet en 1906 y probó que las ideas de Cantor de subconjuntos 

abiertos y cerrados podían extenderse de manera natural a los espacios 

métricos.  

Actualmente, todas las obras de topología general dedican algún 

espacio al tratamiento de los espacios métricos, ya sea como un caso 

particular de los espacios topológicos o como una manera natural de 

introducirlos. Sin embargo, la teoría de los espacios métricos es el fun-

damento indispensable para un estudio serio y riguroso del Análisis 

Matemático y puede presentarse en forma de una hermosa teoría acce-

sible a la intuición geométrica. La topología es una rama de la Geome-

tría Proyectiva, una geometría no euclideana donde interesan más las 

cualidades de las figuras que las cantidades. Para la topología es lo 

mismo una rosquilla que un disco de Juan Sebastián Bach, los anteojos 

de Einstein que una cacerola de dos asas, ya que un objeto se puede 

transformar en otro por deformaciones sucesivas. La topología resuel-

ve problemas, entre otros, tales como:  

¿Con cuántos colores mínimos se ha de pintar un mapa? 

¿Cómo salir de un laberinto?  

¿Cómo se relacionan las caras, aristas y vértices de poliedros con-

vexos?  

¿Existen superficies unilaterales?  
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¿Por qué para un topólogo no existe diferencia entre una rosquilla 

y una taza de té? 

¿El hombre y su imagen proyectada en un espejo deformante son 

topológicamente iguales? 

En este texto, se trata de dar una introducción a la topología a tra-

vés de la teoría de espacios métricos, que generalizan las propiedades 

de los espacios euclídeos, en los que se puede “medir” la distancia en-

tre dos puntos. Esto es, generalizando la interpretación de los números 

reales como un conjunto en el que se ha definido la distancia entre sus 

elementos, se llega al concepto de espacios métricos, una de las nocio-

nes más importantes de la matemática moderna. La generalidad de los 

espacios métricos, cuyos resultados fundamentales se ven en topología, 

basta para la mayoría de las aplicaciones más importantes. El propósito 

de esta asignatura es ofrecer una presentación accesible de los concep-

tos fundamentales de topología y se pone gran interés en presentar la 

asignatura desde el punto de vista de su aplicación al Análisis y otras 

ramas de la matemática. La topología trabaja con conceptos más gene-

rales que el Análisis. Por consiguiente, con la topología se pueden es-

tudiar problemas que el Análisis no puede resolver. La topología, que 

es un poderoso instrumento para el Análisis Funcional y para varias 

ramas del Análisis Clásico que, a su vez, está conectado, por sus apli-

caciones, con la Matemática Aplicada e Informática y con las Ciencias 

Naturales, hace uso de los métodos del Álgebra y de la Teoría de Con-

juntos, y del Análisis Real. 

Los conocimientos previos que se requieren para asimilar el conte-

nido de este libro son los referidos a las nociones elementales de la 

Teoría de Conjuntos, los conceptos básicos de numerabilidad y, en 

especial, las propiedades de los números reales. Para ello, y a manera 

de introducción al desarrollo de los contenidos de esta asignatura, se 

recomienda a los estudiantes la lectura y análisis del Libro de Texto 

para Estudiantes Universitarios titulado Nociones Previas a la Topolo-

gía Métrica de nuestra autoría, que es también utilizado durante el tra-

tamiento de los contenidos temáticos de Topología - Topología I. 

El texto está organizado en 6 capítulos. 

El capítulo 1 sirve para que el lector comprenda que los axiomas 

que definen los espacios métricos, que desde el punto de vista estructu-

ralista constituyen el inicio de la teoría, son el resultado de un largo 

proceso de abstracción y de trabajo científico sobre las nociones intui-
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tivas de distancia. En este capítulo y en los siguientes, se incluye una 

gran cantidad de ejemplos. 

En los capítulos 2 y 3, junto con la base axiomática de los espacios 

métricos, se introducen el concepto de sucesiones en un espacio métri-

co y los elementos topológicos iniciales, además se estudian importan-

tes propiedades con las que se ha de tratar en los siguientes capítulos. 

En el capítulo 4 se estudian los conceptos de aplicaciones conti-

nuas y homeomorfismos en un espacio métrico, ligados especialmente 

con los espacios más específicos que se analizan en los dos últimos 

capítulos. 

En los capítulos 5 y 6 se tratan clases especiales de espacios métri-

cos que son de importancia particular en las aplicaciones del Análisis 

Matemático. Se abordan, respectivamente, las propiedades de comple-

titud y compacidad, conceptos fundamentales que constituyen, junto 

con el estudio de las aplicaciones continuas entre espacios métricos, el 

núcleo central de Topología – Topología I. Exigen, pues, un estudio 

cuidadoso, porque deriva en una serie de teoremas fundamentales que 

constituyen los resultados más notables de la teoría. 

Al final de cada capítulo se ofrece una amplia colección de ejerci-

cios, en la que los más complicados están marcados con el símbolo *. 

El apéndice contiene importantes teoremas del Análisis Matemáti-

co que se utilizan en los espacios métricos compactos. 

 La bibliografía citada se refiere a libros clásicos de topología ge-

neral que estudian también los espacios métricos como casos particula-

res específicos y a textos sobre espacios métricos. Los libros recomen-

dados para el curso están marcados con (*), siendo los textos [3], [16] 

y [18] los que se adaptan perfectamente al contenido de esta asignatu-

ra, aunque cualquiera de ellos será un buen libro de consulta. 

  



 | 
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Espacios Métricos 
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1.  

 

 

 

 

 

1.1. Espacios métricos 
 

Un espacio métrico es un conjunto en el que se introduce la noción 

de distancia entre sus elementos. Se intenta generalizar la noción de 

valor absoluto en ℝ; esto permitirá precisar la noción de proximidad 

que está presente implícitamente en los conceptos fundamentales de la 

Topología y el Análisis. Para abstraer el concepto de distancia, se debe 

captar lo esencial en dicha noción, dando lugar a la siguiente defini-

ción. 

Para el estudio de este tema se recomienda, previamente, la lectura 

del libro de Ascheri y Reid, 2008, capítulos 1 y 2. 

 
Definición. Sea 𝐸 un conjunto no vacío. Una función            

𝑑:𝐸 × 𝐸 ⟶ ℝ que a cada pareja de elementos 𝑥, 𝑦 de 𝐸 le asocia el 

número real 𝑑(𝑥, 𝑦) se dice una métrica o una distancia si verifica los 

siguientes axiomas: 

 

d1) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0   si y solo  si 𝑥 = 𝑦,  para todo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 (Axioma 

de separación) 

 

d2) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥), cualesquiera sean 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸   (Axioma de 

simetría) 

 

d3) 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦),  para cada 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐸   (Desigual-

dad triangular). 

 

A un conjunto 𝐸 dotado de una distancia 𝑑 se lo denomina espacio 

métrico y se lo representa por (𝐸, 𝑑). 
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Observaciones 

1. Si (𝐸, 𝑑) es un espacio métrico y S  es cualquier subconjunto 

no vacío de 𝐸, entonces  (𝑆, 𝑑) es un espacio métrico conservando la 

misma definición de distancia. 

 

2. Una distancia d  verifica también el Axioma de positividad:  

𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 para todo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 

0 = 𝑑(𝑥, 𝑥)  ≤                                     (por d1) 

≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑥) =                        (por d3) 

= 2 𝑑(𝑥, 𝑦)                                         (por d2) 

Entonces  2𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0, luego 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0. 

 

3. Por inducción sobre 𝑛, se puede generalizar d3) del siguiente 

modo:  

𝑑(𝑥1, 𝑥𝑛) ≤ 𝑑(𝑥1, 𝑥2) + 𝑑(𝑥2, 𝑥3) +⋯+ 𝑑(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) 

para cualquier número natural 𝑛 mayor que 1. 

 

Como puede comprobarse con los siguientes ejemplos, sobre un 

mismo conjunto pueden definirse distintas distancias. Para distinguir-

las se utilizan, con carácter universal, ciertos subíndices. 

 
Ejemplos 

1. Sea 𝐸 = ℝ. Entonces, la aplicación siguiente es una distancia  

𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| 
  
 para todo 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ 

que recibe el nombre de métrica usual de ℝ. Luego, (ℝ, 𝑑) denotado 

por (ℝ, | |) es un espacio métrico. 

 

2. Sea E  un conjunto no vacío. Entonces, la aplicación siguiente 

es una distancia 

 𝑑𝑇(𝑥, 𝑦) = {
0       si        𝑥 = 𝑦
1          si     𝑥 ≠ 𝑦

   para todo  𝑥, 𝑦 elementos de 𝐸 

que recibe el nombre de métrica trivial o discreta. Luego,  TdE,  es 

un espacio métrico.  
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3. Sea el conjunto de todas las duplas ordenadas 𝑥⃗ = (𝑥1, 𝑥2) de 

números reales 𝑥1, 𝑥2 denotado por ℝ2.  Considérense                        

𝑥⃗ = (𝑥1, 𝑥2), 𝑦⃗ = (𝑦1, 𝑦2) elementos de ℝ2. Entonces, la siguiente 

aplicación 

𝑑2(𝑥⃗, 𝑦⃗ ) = √∑(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)
2

2

𝑖=1

 

recibe el nombre de métrica usual, natural o euclídea del plano. Lue-

go,  (ℝ2, 𝑑2) es un espacio métrico. 

La desigualdad triangular en este ejemplo se deduce de la de-

sigualdad de Cauchy-Schwartz que se recuerda a continuación. 

Dados los números reales 𝑎𝑖,  𝑏𝑖 , con 𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑛  

(∑(𝑎𝑖  𝑏𝑖)

𝑛

𝑖=1

)

2

≤  ∑𝑎𝑖
2  

𝑛

𝑖=1

∑𝑏𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 

 
4. Sean 𝐸 = ℝ2, 𝑥⃗ = (𝑥1, 𝑥2), 𝑦⃗ = (𝑦1, 𝑦2) elementos de ℝ2. En-

tonces, la siguiente aplicación 

𝑑1(𝑥⃗, 𝑦⃗) = |𝑥1 − 𝑦1| + |𝑥2 − 𝑦2| 

es una distancia. Luego,  (ℝ2, 𝑑1) es un espacio métrico. 

En efecto, 

d1) 𝑑1(𝑥⃗, 𝑦⃗) = 0  si  y solo si   ∑ |𝑥𝑖 − 𝑦𝑖|
2
𝑖=1 = 0.  

Lo cual es equivalente a   

|𝑥𝑖 − 𝑦𝑖| = 0   para  𝑖 = 1, 2 

esto es,   

𝑥𝑖 = 𝑦𝑖  para  𝑖 = 1, 2 

o equivalentemente, 𝑥⃗ = 𝑦⃗. 

d2) 𝑑1(𝑥⃗, 𝑦⃗) = ∑ |𝑥𝑖 − 𝑦𝑖|
2
𝑖=1 = ∑ |𝑦𝑖 − 𝑥𝑖| = 𝑑1( 𝑦⃗, 𝑥⃗)

2
𝑖=1  

d3) Para cada 𝑖 = 1, 2 

|𝑥𝑖 − 𝑦𝑖| ≤ |𝑥𝑖 − 𝑧𝑖| + |𝑧𝑖 − 𝑦𝑖| 



María Eva ASCHERI · Marisa REID 

18 | 
 

Entonces 

∑ |𝑥𝑖 − 𝑦𝑖|
2

𝑖=1
≤∑ (|𝑥𝑖 − 𝑧𝑖| + |𝑧𝑖 − 𝑦𝑖|)

2

𝑖=1
= 

 =  ∑ |𝑥𝑖 − 𝑧𝑖|
2
𝑖=1 +∑ |𝑧𝑖 − 𝑦𝑖|

2
𝑖=1  

Por lo tanto, 

𝑑1(𝑥⃗, 𝑦⃗) ≤ 𝑑1(𝑥⃗, 𝑧) + 𝑑1(𝑧, 𝑦⃗). 

 

5. Sean 𝐸 = ℝ2, 𝑥⃗, 𝑦⃗ elementos de ℝ2. Entonces, la aplicación  

𝑑∞(𝑥⃗, 𝑦⃗) = 𝑚á𝑥 {|𝑥1 − 𝑦1|, |𝑥2 − 𝑦2|} 

es una métrica. Luego,  (ℝ2, 𝑑∞) es un espacio métrico. 

Para verificar que es una métrica, se observa primero que las pro-

piedades d1) y d2)  de métrica se satisfacen trivialmente por la defini-

ción de valor absoluto.  

Para la desigualdad triangular, se toman 𝑥⃗ = (𝑥1, 𝑥2),                 
𝑦⃗ = (𝑦1, 𝑦2),  𝑧 = (𝑧1, 𝑧2)  elementos de ℝ2. 

Para un 𝑖 fijo, 𝑖 = 1, 2 se tiene  

|𝑥𝑖 − 𝑦𝑖| ≤ |𝑥𝑖 − 𝑧𝑖| + |𝑧𝑖 − 𝑦𝑖|  ≤ 

≤ max
1≤𝑖≤2

{|𝑥𝑖 − 𝑧𝑖|} + max
1≤𝑖≤2

{|𝑧𝑖 − 𝑦𝑖|} = 

= 𝑑∞(𝑥⃗, 𝑧) + 𝑑∞(𝑧, 𝑦⃗) 

Por lo tanto,  

𝑑∞(𝑥⃗, 𝑦⃗) = max1≤𝑖≤2{|𝑥𝑖 − 𝑦𝑖|} ≤ 𝑑∞(𝑥⃗, 𝑧) + 𝑑∞(𝑧, 𝑦⃗). 

 

6. Sea el conjunto de todas las n-uplas ordenadas                      

𝑥⃗ = (𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛), de números reales 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 denotado por ℝ𝑛.  

Considérense 𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ ℝ𝑛, entonces las siguientes aplicaciones son 

distancias  

𝑑1(𝑥⃗, 𝑦⃗) = ∑|𝑥𝑖 − 𝑦𝑖|

𝑛

𝑖=1
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𝑑2(𝑥⃗, 𝑦⃗) = [∑(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)
2

𝑛

𝑖=1

]

1 2⁄

 

𝑑∞(𝑥⃗, 𝑦⃗) = max
1≤𝑖≤𝑛

{|𝑥𝑖 − 𝑦𝑖|}. 

Luego, ℝ𝑛 con cada una de estas distancias es un espacio métrico. 

 

7. Sea el conjunto de las funciones continuas de variable real de-

finidas en un intervalo [0,1],  denotado por 𝐶ℝ[0,1]. Entonces, la apli-

cación  

𝑑𝐴(𝑓, 𝑔) = sup𝑥∈[0,1]{|𝑓(𝑥) −  𝑔(𝑥)|}  para todo 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶ℝ[0,1] 

es una distancia. Luego, (𝐶ℝ[0,1], 𝑑𝐴) es un espacio métrico. 

 

 
 

En efecto, en primer lugar 𝑑𝐴 está bien definida, puesto que 

|𝑓(𝑥)  −  𝑔(𝑥)| es una función continua en  [0, 1] pues 𝑓  y 𝑔  lo son. 

Como el conjunto de números reales {|𝑓(𝑥) −  𝑔(𝑥)| ∶ 𝑥 ∈ [0,1]} es 

no vacío y acotado superiormente, entonces existe el 

sup𝑥∈[0,1]{|𝑓(𝑥) −  𝑔(𝑥)|}. 

𝑓 

a 

𝑑𝐴(𝑓, 𝑔) 

b 

𝑔 

y 

x 
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d1) Supóngase que 𝑑𝐴(𝑓, 𝑔) = 0 , entonces 

sup𝑥∈[0,1]{|𝑓(𝑥) −  𝑔(𝑥)|} = 0  para todo 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶ℝ[0,1] . 

Como para cada 𝑥 ∈  [0, 1],   

0 ≤ |𝑓(𝑥) −  𝑔(𝑥)|≤ sup
𝑥∈[0,1]

{|𝑓(𝑥) −  𝑔(𝑥)|} = 0 

entonces, 

|𝑓(𝑥) −  𝑔(𝑥)| = 0,  para todo 𝑥 ∈  [0, 1]; 

esto se verifica si y solo si 

𝑓(𝑥) =  𝑔(𝑥),  para cada 𝑥 ∈  [0, 1], 

de donde, 𝑓 = 𝑔. 

Por otra parte, si 𝑓 = 𝑔, entonces 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) para cada           

𝑥 ∈  [0, 1]. Luego,  

|𝑓(𝑥) −  𝑔(𝑥)| = 0, para todo 𝑥 ∈  [0, 1], 

esto significa que 

sup
𝑥∈[0,1]

{|𝑓(𝑥) −  𝑔(𝑥)|} = 0 

y, por lo tanto, 

𝑑𝐴(𝑓, 𝑔) = 0 

d2) El axioma de simetría es trivial.  

d3) Sea ℎ ∈ 𝐶ℝ[0,1], para cada 𝑥 ∈ [0, 1] se tiene 

|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)| = |𝑓(𝑥) − ℎ(𝑥) + ℎ(𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≤ 

≤ |𝑓(𝑥) − ℎ(𝑥)| + |ℎ(𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≤ 

  ≤ sup
𝑥∈[0,1]

{|𝑓(𝑥) − ℎ(𝑥)|} + sup
𝑥∈[0,1]

{|ℎ(𝑥) −  𝑔(𝑥)|} = 

 = 𝑑𝐴(𝑓, ℎ) + 𝑑𝐴(ℎ, 𝑔) 

Por lo tanto, 

sup
𝑥∈[0,1]

{|𝑓(𝑥) −  𝑔(𝑥)|} ≤ 𝑑𝐴(𝑓, ℎ) + 𝑑𝐴(ℎ, 𝑔) 

esto es,   

𝑑𝐴(𝑓, 𝑔) ≤ 𝑑𝐴(𝑓, ℎ) + 𝑑𝐴(ℎ, 𝑔). 



ESPACIOS MÉTRICOS 

| 21 

 

Así, (𝐶ℝ[0,1], 𝑑𝐴) es un espacio métrico. 

8. Sea 𝑑 una métrica sobre 𝐸 y se define 𝐷(𝑥, 𝑦) = 𝜆 𝑑(𝑥, 𝑦) para 

todo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, donde 𝜆 es un número real positivo cualquiera. Enton-

ces,  (𝐸, 𝐷) es un espacio métrico. 

El lector puede verificar sin dificultad que 𝐷 es una métrica sobre 

𝐸.  

  

9. Sean 𝐸 = ℝ𝑛, 𝑥⃗, 𝑦⃗ elementos de ℝ𝑛 y 𝑝 un número real fijo 

mayor que 1. Entonces, la aplicación 

𝑑𝑝(𝑥⃗, 𝑦⃗) = [∑(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)
𝑝

𝑛

𝑖=1

]

1 𝑝⁄

 

es una distancia. Luego  (ℝ𝑛 , 𝑑𝑝) es un espacio métrico. 

 

La demostración de la desigualdad triangular se basa en el siguien-

te resultado. 

Desigualdad de Hölder: Sean 𝑝 > 1 y  𝑞 > 1 tales que verifican 

1 𝑝⁄ + 1 𝑞⁄ = 1. Entonces, cualesquiera sean 𝑢⃗⃗  =  (𝑢1,· · · , 𝑢𝑛) y 

𝑣  =  (𝑣1,· · · , 𝑣𝑛) elementos de ℝ𝑛 se cumple que  

 ∑|𝑢𝑘 𝑣𝑘|

𝑛

𝑘=1

≤ (∑|𝑢𝑘|
𝑝

𝑛

𝑘=1

)

1 𝑝⁄

(∑|𝑣𝑘|
𝑞

𝑛

𝑘=1

)

1 𝑞⁄

 

 

 

1.2. Isometrías  
 
Definición. Sean  (𝐸, 𝑑) y (𝐸′, 𝑑′)  dos espacios métricos y sea 

𝑓: 𝐸 ⟶ 𝐸′ una biyección tal que preserva la distancia, es decir, para 

cada  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 es 

𝑑(𝑥, 𝑦)  =  𝑑′(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)). 

Entonces, se dice que 𝑓 es una isometría. 

Dos espacios métricos (𝐸, 𝑑) y (𝐸′, 𝑑′) son isométricos si existe 

una isometría 𝑓 entre ellos. 
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Observaciones 

1. Si 𝑓: 𝐸 ⟶ 𝐸′ es una isometría entonces 𝑓−1: 𝐸′⟶ 𝐸 también 

lo es. 

Como 𝑓 es biyectiva, entonces existe 𝑓−1: 𝐸′⟶ 𝐸 y además es 

biyectiva (ver Ascheri y Reid, 2008, capítulo 1). Resta probar que 𝑓−1 

preserva distancias. 

Sean 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝐸
′. Como 𝑓 es sobreyectiva existen 𝑥1, 𝑥2 ∈  𝐸 tales 

que 𝑦1 = 𝑓(𝑥1), 𝑦2 = 𝑓(𝑥2). Además, por ser 𝑓 inyectiva,                

𝑥1 = 𝑓−1(𝑦1)   y   𝑥2 = 𝑓
−1(𝑦2). Luego, como 𝑓 es una isometría,  

𝑑′(𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥2)) = 𝑑(𝑥1, 𝑥2). 
Por lo tanto, 

𝑑′(𝑦1, 𝑦2) = 𝑑
′(𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥2)) = 𝑑(𝑥1, 𝑥2) =  𝑑(𝑓

−1(𝑦1), 𝑓
−1(𝑦2)) 

De este modo,  𝑓−1  es una isometría. 

  

2. Sean (𝐸, 𝑑) un espacio métrico,  𝐸′ un subconjunto no vacío de 

𝐸 y 𝑓: 𝐸 ⟶ 𝐸′ una biyección. Entonces, si se define para todo 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 

𝑑′(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) = 𝑑(𝑥, 𝑦) 

se tiene que (𝐸′, 𝑑′)  es un espacio métrico y entonces 𝑓 es una isome-

tría.  

Se probará que (𝐸′, 𝑑′)  es un espacio métrico. 

d1) Supóngase que  𝑑′(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) = 0 entonces 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0. Por 

ser 𝑑 una métrica, 𝑥 = 𝑦, lo cual implica por definición de función que  

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦). 
Recíprocamente, si 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦), por ser 𝑓 inyectiva, 𝑥 = 𝑦. Co-

mo 𝑑 es una métrica 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0, lo cual implica 𝑑′(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) = 0. 

d2)  𝑑′(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) = 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) = 𝑑′(𝑓(𝑦), 𝑓(𝑥)) 

d3) Como 𝑑 es una métrica, se satisface la desigualdad triangular  

 

𝑑′(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) = 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 

≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) = 𝑑′(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑧)) + 𝑑′(𝑓(𝑧), 𝑓(𝑦)) 

Luego, (𝐸′, 𝑑′)  es un espacio métrico. 
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Como 𝑓: 𝐸 ⟶ 𝐸′ es una biyección entre espacios métricos que 

preserva distancias, entonces 𝑓 es una isometría y  (𝐸, 𝑑) y (𝐸′, 𝑑′)  
son isométricos. 

 

 

1.3. Distancia entre un punto y un conjunto. Distancia 
entre conjuntos 
 

Se plantea ahora la posibilidad de medir distancias entre un punto 

y un conjunto o entre dos conjuntos, a partir de la distancia definida en 

un espacio métrico.  

Parece que de forma intuitiva se podría pensar, por ejemplo, que la 

distancia entre un punto y un conjunto, sería la distancia entre tal punto 

y el punto del conjunto más cercano a aquél.  

 

Definición. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico,  𝐴 un subconjunto no 

vacío de 𝐸 y 𝑥0 un punto de 𝐸. Se llama distancia de 𝑥0 al subconjunto 

𝐴, y se denota 𝑑(𝑥0, 𝐴), al número real  

 𝑑(𝑥0, 𝐴) = inf
𝑎∈𝐴
{𝑑(𝑥0, 𝑎)} 

 
Observaciones 

1. La definición anterior es correcta. Como 0 ≤ 𝑑(𝑥0, 𝑎) para ca-

da 𝑎 ∈ 𝐴, entonces  {𝑑(𝑥0, 𝑎): 𝑎 ∈ 𝐴} es un conjunto no vacío de nú-

meros reales acotado inferiormente por cero; en consecuencia, existe el 

ínfimo del conjunto {𝑑(𝑥0, 𝑎): 𝑎 ∈ 𝐴}. 
 

2. El ínfimo puede ser alcanzado en un punto que no pertenezca al 

conjunto {𝑑(𝑥0, 𝑎): 𝑎 ∈ 𝐴}. 
Por ejemplo, considérese 𝐸 = ℝ con la métrica usual y sean 

𝑥0 = 0 y 𝐴 =  (1, 2]. Entonces, para cada 𝑎 ∈ 𝐴 

𝑑(𝑥0, 𝑎) = 𝑑(0, 𝑎) = |0 − 𝑎| =  |𝑎| = 𝑎. 

Para cada 𝑎 ∈ 𝐴, 1 < 𝑑(𝑥0, 𝑎) = 𝑎 ≤ 2, es decir que el conjunto 
{𝑑(0, 𝑎): 𝑎 ∈ 𝐴} está acotado inferiormente por 1, pero no tiene ele-

mento mínimo pues 1 ∉ {𝑑(0, 𝑎): 𝑎 ∈ 𝐴} ya que para cada 𝑎 ∈ 𝐴, 

𝑑(0, 𝑎) > 1, es decir no existe 𝑎 ∈ 𝐴 tal que 𝑑(0, 𝑎) = 1. Pero como 1 
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es la mayor de todas las cotas inferiores del conjunto {𝑑(0, 𝑎): 𝑎 ∈ 𝐴}, 
entonces  𝑑(0, 𝐴) = 1. 

 

3. Si (𝐸, 𝑑) es un espacio métrico y  𝐴 ⊆ 𝑋, entonces  

𝑑(𝑥0, 𝐴) =  0   para todo  𝑥0 ∈  𝐴. 

En efecto,  

𝑑(𝑥0, 𝐴) = inf
𝑎∈𝐴
{𝑑(𝑥0, 𝑎) } = 𝑑(𝑥0, 𝑥0) = 0 

 

Definición. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y sean 𝐴 y 𝐵 subcon-

juntos no vacíos de 𝐸. Se llama distancia del subconjunto 𝐴 al subcon-

junto 𝐵, y se denota 𝑑(𝐴, 𝐵),  a  

𝑑(𝐴, 𝐵) = inf  {𝑑(𝑎, 𝑏): 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} 

 

Ejemplos 

1. Sea 𝐸 = ℝ con la métrica usual y sean 𝐴 = [2, 3), 𝐵 = (3, 5] 
subconjuntos de ℝ. Entonces, 

𝑑(𝐴,𝐵) = inf  {𝑑(𝑎, 𝑏) ∶  𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} = 

                     = inf  {|𝑎 −  𝑏| ∶  𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} = 0 

En efecto, sea  0 < 𝜀 < 1  y supóngase que 𝑑(𝐴,𝐵) = 𝜀 >  0.  

Resulta que  3 − 𝜀 3⁄  ∈  𝐴   y   3 + 𝜀 3⁄ ∈ 𝐵  y  

𝑑(3 − 𝜀 3⁄ , 3 + 𝜀 3⁄ ) = |3 − 𝜀 3⁄ − (3 + 𝜀 3)⁄  | =  2𝜀 3⁄ <  𝜀 

Lo cual contradice que 𝜀 es el ínfimo. 

 

2. Si 𝑑𝑇 es la métrica discreta sobre 𝐸 y 𝐴 , 𝐵 son subconjuntos 

no vacíos de 𝐸, por definición, se tiene  

𝑑𝑇(𝐴, 𝐵)  = {
0   si  𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅
1  si   𝐴 ∩ 𝐵 = ∅

 

Entonces, con los conjuntos 𝐴 y 𝐵 de números reales dados en el 

ejemplo 1, se tiene que 

𝑑𝑇(𝐴, 𝐵)  = 1  pues  𝐴 ∩ 𝐵 = ∅. 
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Como se puede observar, estas nociones dependen de la métrica 

que se define. 

 

Observaciones 

1. 𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅  ⟹ 𝑑(𝐴, 𝐵) = 0  

En efecto, como 𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅  entonces existe 𝑎′ ∈ 𝐴 ∩ 𝐵, luego 

𝑎′ ∈ 𝐴  y  𝑎′ ∈ 𝐵, de donde,  

𝑑(𝐴, 𝐵) = inf  {𝑑(𝑎, 𝑏) ∶  𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} = 𝑑(𝑎′, 𝑎′) = 0. 

 

2. La recíproca no es cierta. Esto es, 

𝑑(𝐴, 𝐵) = 0 no implica necesariamente que 𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅. 

Como lo muestra el ejemplo 1 para (ℝ, | |),  es posible encontrar 

subconjuntos no vacíos 𝐴 y 𝐵 de ℝ, 𝐴 = [2, 3) y 𝐵 = (3, 5], tal que 

𝑑(𝐴,𝐵) = 0.  
Pero esto no implica necesariamente que 𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅, ya que 

𝐴 = [2, 3) y 𝐵 = (3, 5] no tienen puntos en común. 

 

 

1.4. Diámetro de un conjunto. Conjunto acotado 

 

Definición. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y  𝐴 ⊆  𝐸, 𝐴 ≠ ∅ . Se 

llama diámetro de 𝐴, y se denota 𝛿(𝐴), a 

𝛿(𝐴) = sup
𝑥,𝑦∈𝐴

{𝑑(𝑥, 𝑦)} 

El supremo puede ser finito o no. 

 
Definición. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y 𝐴 ⊆  𝐸, 𝐴 ≠ ∅. Si 

𝛿(𝐴) es finito, se dice que 𝐴 es acotado; en caso contrario, se dice que 

𝐴 no es acotado. 

 

Ejemplo  

Sea 𝐸 = ℝ con la métrica usual y se considera el subconjunto de 

𝐸, 𝐴 = [−1,3]. Entonces,  

𝛿([−1,3]) = sup
𝑥,𝑦∈[−1,3]

{|𝑥 −  𝑦|} = 4 
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Propiedades 

Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y 𝐴,𝐵  subconjuntos no vacíos de 𝐸. 

Entonces, se verifican las siguientes propiedades 

a) 𝐴 ⊆ 𝐵 ⟹ 𝛿(𝐴) ≤ 𝛿(𝐵) 

b) 𝛿(𝐴 ∪ 𝐵) ≤ 𝛿(𝐴) +  𝛿(𝐵) +  𝑑(𝐴, 𝐵) 

c) 𝛿(𝐴) = 0 ⟺ 𝐴 = {𝑎} 

Demostración. Las propiedades a) y b) se dejan como ejercicio pa-

ra el lector. 

Se prueba c). Supóngase que  𝛿(𝐴) = 0. Entonces 

sup
𝑥,𝑦∈𝐴

{𝑑(𝑥, 𝑦)} = 0 

Como  

0≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ sup
𝑥,𝑦∈𝐴

{𝑑(𝑥, 𝑦)} = 0 para todo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 

entonces, 

𝑑(𝑥, 𝑦) = 0, para todo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴. 

Por ser 𝑑 una métrica, se tiene que  

𝑥 = 𝑦   cualesquiera sean 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴. 

Luego, 𝐴 consta de un solo punto, digamos 𝑎. Esto es, 𝐴 = {𝑎}. 

Recíprocamente, sean 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴. Como 𝐴 = {𝑎}, entonces            

𝑥 = 𝑦 = 𝑎, luego, 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0  para cada 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴. 

Por lo tanto, 

sup
𝑥,𝑦∈𝐴

{𝑑(𝑥, 𝑦)} = 0 

de donde,  𝛿(𝐴) = 0. 

 

Observaciones 

1. Se deduce de a) que si 𝐵 es acotado, entonces 𝐴 es acotado. 

 

2. Si 𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅ se deduce de b) que 𝛿(𝐴 ∪ 𝐵) ≤ 𝛿(𝐴) +  𝛿(𝐵). 
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𝑎1 𝑎1 + 𝛿 

Definición. En ℝ𝑛, se llama hipercubo de lado 𝛿 (𝛿 > 0), a todo 

conjunto 𝐻 de la forma  

 𝐻 =∏[𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

, 𝑎𝑖 + 𝛿] =  {𝑥⃗ ∈ ℝ
𝑛: 𝑎𝑖 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑎𝑖 + 𝛿, 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛} 

 

En ℝ:  
 

 

 

 

En ℝ2: 

 
 

En ℝ3 : 

            x 

y 

0 𝑎1 𝑎1 + 𝛿 

𝑎2 

𝑎2 + 𝛿 
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Teorema 1. En (ℝ𝑛 , 𝑑2), el hipercubo 𝐻 es un conjunto acotado. 

Demostración. Sean 𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ 𝐻 ⊆ ℝ𝑛. Entonces |𝑥𝑖 − 𝑦𝑖| ≤ 𝛿 para 

𝑖 = 1,⋯ , 𝑛; esto es, 

𝑑2(𝑥⃗, 𝑦⃗) =  [∑(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)
2

𝑛

𝑖=1

]

1
2⁄

≤ (𝑛 𝛿2)
1
2⁄ = √𝑛 𝛿 

Es decir, 

𝑑2(𝑥⃗, 𝑦⃗) ≤ √𝑛 𝛿,  cualesquiera sean 𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ 𝐻, 

por lo tanto,  

sup𝑥,𝑦⃗⃗∈𝐻{𝑑2(𝑥⃗, 𝑦⃗)} ≤ √𝑛 𝛿, 

 esto es,  

𝛿(𝐻) ≤ √𝑛 𝛿 < ∞. 

Por consiguiente, 𝐻 es un conjunto acotado. 

 

Definiciones 

Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y sean  𝑥0 ∈ 𝐸 y 𝑟 ∈ ℝ, 𝑟 > 0.  

           y 

z 

 𝑎2 𝑎2 + 𝛿 

𝑎3 

𝑎3 + 𝛿 

𝑎1 

𝑎1 + 𝛿 

x 

 (𝑎1, 𝑎2 + 𝛿,  𝑎3 + 𝛿) 
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Se llama bola abierta con centro en 𝑥0 y radio 𝑟, y se denota 

𝐵(𝑥0, 𝑟), al conjunto 

𝐵(𝑥0, 𝑟) = {𝑦 ∈ 𝐸 ∶ 𝑑(𝑦, 𝑥0) < 𝑟} 

Se llama bola cerrada con centro en 𝑥0 y  radio 𝑟, y se denota 

𝐵𝐶(𝑥0, 𝑟), al conjunto  

𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟) = {𝑦 ∈ 𝐸 ∶ 𝑑(𝑦, 𝑥0) ≤ 𝑟} 

Se llama borde de la bola con centro en 𝑥0 y radio 𝑟, y se denota 

𝐵𝑜𝑟(𝑥0, 𝑟), al conjunto  

𝐵𝑜𝑟(𝑥0, 𝑟) = {𝑦 ∈ 𝐸 ∶ 𝑑(𝑦, 𝑥0) = 𝑟} 

 

Observaciones 

1. {𝑥0} ⊆ 𝐵(𝑥0, 𝑟)  ⊆ 𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟) 

Evidentemente 𝑥0  ∈ 𝐵(𝑥0, 𝑟), pues 𝑥0 ∈ 𝐸 tal que         

𝑑(𝑥0, 𝑥0) = 0 < 𝑟, de donde la primera inclusión es cierta. 

Se probará la segunda inclusión.  
Sea 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥0, 𝑟), entonces 0 ≤ 𝑑(𝑦, 𝑥0) < 𝑟,  que es equivalente a              

𝑑(𝑦, 𝑥0) ∈ [0, 𝑟) ⊆ [0, 𝑟]. Luego, 𝑑(𝑦, 𝑥0) ∈ [0, 𝑟], es decir,             

0 ≤ 𝑑(𝑦, 𝑥0) ≤ 𝑟, de donde, 𝑦 ∈ 𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟). 
 

Es inmediato a partir de esta observación que 𝐵(𝑥0, 𝑟) y  𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟) 
son conjuntos no vacíos, pues 𝑥0  ∈ 𝐵(𝑥0, 𝑟) y 𝑥0  ∈  𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟) (lo cual 

no es siempre cierto para 𝐵𝑜𝑟(𝑥0, 𝑟), como se verá en (ℝ, 𝑑𝑇)). 
 

2. Para el caso de  𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟) se puede considerar 𝑟 ≥ 0. 

Pues como 𝑥0 ∈  𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟)  entonces 0 = 𝑑(𝑥0, 𝑥0) ≤ 𝑟, de donde, 

 𝑟 ≥ 0. 
Si 𝑟 = 0, entonces  𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟) = {𝑥0}.  
En efecto, sea 𝑦 ∈ 𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟). Entonces, 0 ≤ 𝑑(𝑦, 𝑥0) ≤ 𝑟 = 0. 

Luego, 𝑑(𝑦, 𝑥0) = 0  y por ser 𝑑 una métrica, 𝑦 = 𝑥0. En consecuen-

cia, 𝑦 ∈ {𝑥0} y se concluye que   𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟) ⊆ {𝑥0}. La otra inclusión es 

válida por la observación 1. 

 

Ejemplos 

1. Sea (ℝ, | |). Sean   𝑥0 ∈ ℝ  y 𝑟 >  0 , entonces  
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𝐵(𝑥0, 𝑟) = {𝑦 ∈ ℝ ∶ |𝑦 − 𝑥0| < 𝑟} = {𝑦 ∈ ℝ ∶ 𝑥0 − 𝑟 < 𝑦 < 𝑥0 + 𝑟}

= (𝑥0 − 𝑟, 𝑥0 + 𝑟) 

 

𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟) = {𝑦 ∈ ℝ ∶ |𝑦 − 𝑥0| ≤ 𝑟} = {𝑦 ∈ ℝ ∶ 𝑥0 − 𝑟 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥0 + 𝑟}

=  [𝑥0 − 𝑟, 𝑥0 + 𝑟] 

 

𝐵𝑜𝑟(𝑥0, 𝑟) = {𝑦 ∈ ℝ ∶ |𝑦 − 𝑥0| = 𝑟}

= {𝑦 ∈ ℝ ∶ 𝑦 = 𝑥0 − 𝑟  ó  𝑦 = 𝑥0 + 𝑟} 

                                = {𝑥0 − 𝑟, 𝑥0 + 𝑟} 

 

2. Sea (𝐸, 𝑑𝑇). Sean   𝑥0 ∈ 𝐸  y  𝑟 >  0. Se tiene que 

 

𝐵(𝑥0, 𝑟) = {
{𝑥0}    𝑠𝑖  𝑟 ≤ 1

𝐸        𝑠𝑖  𝑟 > 1
 

 

𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟) = {
{𝑥0}    𝑠𝑖  𝑟 < 1

𝐸         𝑠𝑖  𝑟 ≥ 1
 

 

𝐵𝑜𝑟(𝑥0, 𝑟) = {
∅                      𝑠𝑖  𝑟 ≠ 1

𝐸 − {𝑥0}         𝑠𝑖  𝑟 = 1
 

 

Observación 
Del último ejemplo se deduce que una bola puede ser, al mismo 

tiempo, una bola abierta y una bola cerrada. Además, el borde de una 

bola puede ser un conjunto vacío. 

 

Lema 1. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y sea 𝐴 un subconjunto no 

vacío de 𝐸. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

a) 𝐴 es acotado 

b) Existen 𝑥0 ∈ 𝐴 y 𝑟 >  0 tal que 𝐴 ⊆ 𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟). 
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Demostración. Supóngase que se verifica a), entonces           

𝛿(𝐴) = 𝑘 < ∞ y como por hipótesis 𝐴 es no vacío, existe 𝑥0 ∈ 𝐴. 

Si 𝐴 = {𝑥0}, entonces trivialmente  𝐴 ⊆ 𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟) para 𝑟 >  0.  
Por consiguiente, se supone que 𝐴 tiene más de un elemento. Sea 

𝑧 ∈ 𝐴, 𝑧 ≠ 𝑥0, entonces 

𝑑(𝑥0, 𝑧) ≤ 𝛿(𝐴) = 𝑘 

esto es, 𝑑(𝑥0, 𝑧) ≤ 𝑘, de donde, tomando 𝑟 = 𝑘 se tiene que 

0 < 𝑑(𝑥0, 𝑧) ≤ 𝑟 

 esto es,  

𝑧 ∈ 𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟) con 𝑟 >  0 

Por lo tanto, existe 𝑟 >  0 tal que 𝐴 ⊆ 𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟). 

Supóngase que se verifica b) y se probará a). Sean entonces 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴.  
Como, por hipótesis, 𝐴 ⊆ 𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟) se tiene que  

𝑑( 𝑥, 𝑥0) ≤ 𝑟  y  𝑑( 𝑦, 𝑥0) ≤ 𝑟 

y por la desigualdad triangular se tiene 

𝑑( 𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑( 𝑥, 𝑥0) + 𝑑( 𝑥0, 𝑦 ) ≤ 𝑟 + 𝑟 = 2𝑟, para todo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴. 

de donde, 

𝛿(𝐴) = sup𝑥,𝑦∈𝐴{𝑑(𝑥, 𝑦)} ≤ 2𝑟, 

o sea, 

𝛿(𝐴) ≤ 2𝑟 < ∞. 

 

 

1.5. Conjuntos totalmente acotados 

 
Definición. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y sea 𝐴 un subconjunto 

no vacío de 𝐸. Se dice que 𝐴 es totalmente acotado si, dado cualquier  

𝜀 > 0 existe un número finito de conjuntos 𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑛 tales que 

𝐴 = 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪  ⋯ ∪ 𝐴𝑛  y 𝛿(𝐴𝑖)  ≤  𝜀,   𝑖 = 1,2, … , 𝑛. 

 

Ejemplo 

Sea (ℝ, | |) y sea 𝐴 = [0,1] ⊆  ℝ. Se demostrará que 𝐴 es total-

mente acotado. 
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Sea 𝜀 > 0. Se particiona el [0,1] en 𝑛 segmentos de longitud  
1

𝑛
.  

Se designa 

𝐴1 = [0,
1

𝑛
],  𝐴2 = [

1

𝑛
,
2

𝑛
] , ⋯ , 𝐴𝑛 = [

𝑛−1

𝑛
,
𝑛

𝑛
] 

Evidentemente,  𝐴 = ⋃ 𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1  

Además, para 𝑖 = 1, 2,… , 𝑛,  𝛿(𝐴𝑖)  ≤
1

𝑛
. Para ello basta tomar 

𝑛 ∈ ℕ tal que 𝑛 ≥
1

𝜀
. En consecuencia, 𝐴 = [0,1] es totalmente acota-

do. 

 

Proposición 1. Un subconjunto 𝐴 de un espacio métrico (𝐸, 𝑑) es 

totalmente acotado si y solo si para cada 𝜀 > 0 existe un número finito 

de puntos 𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛 de 𝐴 tal que 𝐴 ⊆ ⋃ 𝐵𝑐(𝑥𝑖, 𝜀)
𝑛
𝑖=1 . 

Demostración. Supóngase que 𝐴 es totalmente acotado, luego dado 

𝜀 >  0,  existe un número finito de conjuntos 𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑛 tales que 

𝐴 = ⋃ 𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1  y 𝛿(𝐴𝑖) ≤  𝜀,   𝑖 = 1, 2,… , 𝑛. 

Para cada  𝑖 = 1, 2,… , 𝑛, se elige 𝑥𝑖 ∈ 𝐴𝑖 y sea 𝑥 ∈ 𝐴. Como, por 

hipótesis, 𝐴 = ⋃ 𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1  entonces existe  𝑖 𝜖 {1,2, … , 𝑛} tal que 𝑥 ∈ 𝐴𝑖. 

Como 

𝛿(𝐴𝑖) ≤  𝜀   y  𝑑(𝑥, 𝑥𝑖) ≤ 𝛿(𝐴𝑖) 

entonces 

𝑑(𝑥, 𝑥𝑖) ≤  𝜀  para algún 𝑖 = 1, 2,… , 𝑛. 

Luego, 

𝑥 ∈ 𝐵𝑐(𝑥𝑖, 𝜀)  para algún 𝑖 = 1, 2,… , 𝑛;  

y, por lo tanto, 

𝑥 ∈ ⋃ 𝐵𝑐(𝑥𝑖, 𝜀)
𝑛
𝑖=1 . 

Así, 

𝐴 ⊆ ⋃ 𝐵𝑐(𝑥𝑖, 𝜀)
𝑛
𝑖=1 ; 

esto es, se ha probado que dado 𝜀 > 0 existe un número finito de pun-

tos 𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛 de 𝐴 tal que 𝐴 ⊆ ⋃ 𝐵𝑐(𝑥𝑖, 𝜀)
𝑛
𝑖=1 . 
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Recíprocamente, sea 𝜀 >  0. Por hipótesis, existen 𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛 

puntos de 𝐴 tal que 𝐴 ⊆ ⋃ 𝐵𝑐(𝑥𝑖,
𝜀
2⁄ )

𝑛
𝑖=1  

Por lo tanto,  

𝐴 = 𝐴 ∩⋃𝐵𝑐(𝑥𝑖,
𝜀
2⁄ )

𝑛

𝑖=1

= ⋃(𝐴 ∩ 𝐵𝑐(𝑥𝑖,
𝜀
2⁄ ))

𝑛

𝑖=1

 

Tomando 

𝐴𝑖 =  𝐴 ∩ 𝐵𝑐(𝑥𝑖,
𝜀
2⁄ ), 𝑖 = 1, 2,… , 𝑛. 

Entonces, evidentemente,  

𝐴 =⋃𝐴𝑖

𝑛

𝑖=1

 

y además, para 𝑖 = 1, 2,… , 𝑛 se tiene que  

𝛿(𝐴𝑖)  ≤  𝛿 (𝐴 ∩ 𝐵𝑐(𝑥𝑖,
𝜀
2⁄ )) ≤ 𝛿 (𝐵𝑐(𝑥𝑖,

𝜀
2⁄ ))  ≤ 2

𝜀

2
= 𝜀 (ver nota). 

O sea que  

𝛿(𝐴𝑖)  ≤  𝜀 para 𝑖 = 1, 2,… , 𝑛. 

Por lo tanto, 𝐴 es totalmente acotado. 

 

 

Nota. 𝛿(𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟))  ≤ 2𝑟 
 

En efecto, sean  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟) entonces 

𝑑(𝑥, 𝑥0) ≤ 𝑟  y  𝑑(𝑦, 𝑥0) ≤ 𝑟. 

Luego, usando la desigualdad triangular se tiene  

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 2𝑟, para todo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟) 

Esto es, 𝛿(𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟)) ≤ 2𝑟. 

 
Proposición 2. Si (𝐸, 𝑑) es un espacio métrico y 𝐴 ⊆ 𝐸 es total-

mente acotado, entonces 𝐴 es acotado. 
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Demostración. Por hipótesis, para cada 𝜀 > 0 existe un número fi-

nito de conjuntos 𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑛 tal que 𝐴 = ⋃ 𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1  y            

𝛿(𝐴𝑖)  ≤  𝜀,   𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. 

Tómese 𝜀 =  1. Luego, por hipótesis 

𝐴 =  𝐴1 ∪· · ·∪ 𝐴𝑛 con 𝛿(𝐴𝑖)  ≤  1,   𝑖 = 1, 2,… , 𝑛. 

Para cada 𝑖 ∈  {1, . . . , 𝑛}, se elige 𝑥𝑖 ∈  𝐴𝑖 y se llama 

𝑀 = max  {𝑑(𝑥𝑖, 𝑥𝑗), 𝑖, 𝑗 =  1, . . . , 𝑛} . 

Dados 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 existirán 𝑖, 𝑗 tales que  𝑥 ∈ 𝐴𝑖, 𝑦 ∈ 𝐴𝑗 . Luego, 

usando la desigualdad triangular 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤  𝑑(𝑥, 𝑥𝑖) +  𝑑(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗) +  𝑑(𝑥𝑗, 𝑦) ≤ 𝛿(𝐴𝑖) +𝑀 + 𝛿(𝐴𝑗) = 

                     = 1 +  𝑀 +  1 =  2 +  𝑀   para todo 𝑥, 𝑦 ∈  𝐴, 

lo que prueba que 𝛿(𝐴) es finito. Es decir, 𝐴 es acotado. 

 

Observaciones 

1. (𝐸, 𝑑𝑇) es un espacio métrico acotado, pues 

𝛿(𝐸) = sup
𝑥,𝑦∈𝐸

{𝑑𝑇(𝑥, 𝑦)} ≤ 1 

 

2. La recíproca de la proposición 2 no es cierta; que 𝐴 sea acotado 

no implica necesariamente que 𝐴 sea totalmente acotado. 

Sea 𝐴 un conjunto infinito con la métrica discreta el cual es acota-

do, pero no es totalmente acotado, pues es posible elegir un 𝜀 < 1 tal 

que cualesquiera sea el número finito de puntos de 𝐴, digamos 

𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛, 𝐴 ⊈ ⋃ 𝐵𝑐(𝑥𝑖, 𝜀)
𝑛
𝑖=1 . 

Como para 𝜀 < 1, 𝐵𝑐(𝑥𝑖, 𝜀) = {𝑥𝑖}. Por lo tanto, para 𝜀 < 1 

⋃𝐵𝑐(𝑥𝑖, 𝜀)

𝑛

𝑖=1

=   ⋃{𝑥𝑖}

𝑛

𝑖=1

= {𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛} 

y 𝐴 que es un conjunto infinito no podrá cubrirse con un conjunto fini-

to de puntos del propio conjunto 𝐴. Luego, 𝐴 no es totalmente acotado. 
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Existe un caso donde vale la recíproca, pero antes se demostrarán 

las siguientes proposiciones.  

 

Proposición 3. Si 𝐴 es un conjunto acotado de ℝ𝑛 con la métrica 

𝑑2, entonces existe un hipercubo 𝐻 tal que 𝐴 ⊆ 𝐻. 

Demostración. Por el lema 1 se sabe que si 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 es un conjunto 

acotado, entonces existen 𝑎⃗ = (𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛 ) ∈ 𝐴  y 𝑟 > 0 tal que  

𝐴 ⊆ 𝐵𝑐(𝑎⃗, 𝑟) . 
Se designa con 𝐻 al hipercubo de lado 2𝑟 definido por  

𝐻 =∏[𝑎𝑖 − 𝑟

𝑛

𝑖=1

, 𝑎𝑖 + 𝑟] =

=  {𝑥⃗ ∈ ℝ𝑛: 𝑎𝑖 − 𝑟 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑎𝑖 + 𝑟, 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛} 

Evidentemente, 𝐵𝑐(𝑎⃗, 𝑟) ⊆ 𝐻. En efecto, sea 𝑧 ∈ 𝐵𝐶(𝑎⃗, 𝑟). Enton-

ces 𝑑2(𝑧, 𝑎⃗) ≤ 𝑟; esto es, 

𝑑2(𝑧, 𝑎⃗) =  √∑(𝑧𝑖 − 𝑎𝑖)2
𝑛

𝑖=1

≤ 𝑟 

Como 

|𝑧𝑖 − 𝑎𝑖| ≤ √∑ (𝑧𝑖 − 𝑎𝑖)2
𝑛
𝑖=1 ≤ 𝑟,      𝑖 = 1,⋯ , 𝑛; 

resulta que 

𝑎𝑖 − 𝑟 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝑎𝑖 + 𝑟       para  𝑖 = 1,⋯ , 𝑛. 

Luego, 𝑧 ∈ 𝐻. 

 

Proposición 4. En (ℝ𝑛 , 𝑑2), todo hipercubo 𝐻 de lado 𝛿 es un 

conjunto totalmente acotado. 

Demostración. Sea 𝜀 > 0. Se debe hallar una familia finita {𝐻𝛼} 

tal que 𝐻 = ⋃𝐻𝛼  y 𝛿(𝐻𝛼)  ≤  𝜀. 

Se considera una partición del segmento [𝑎𝑖, 𝑎𝑖 + 𝛿] en un número 

𝑘 suficientemente grande de segmentos de longitud 𝛿 𝑘⁄  . Esto se hace 

en todos los ejes y se arman así todos los posibles subhipercubos que 

se designan 𝐻𝛼. Entonces, evidentemente  
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𝐻 =⋃𝐻𝛼

𝑘𝑛

𝛼=1

 

Además, para 𝛼 = 1,⋯ , 𝑘𝑛, 𝛿(𝐻𝛼)  ≤ √𝑛 
𝛿

𝑘
. Basta tomar 𝑘 ∈ ℕ 

tal que 𝑘 ≥ √𝑛
𝛿

𝜀
, entonces para 𝛼 = 1,⋯ , 𝑘𝑛, 𝛿(𝐻𝛼) ≤  𝜀. Por lo tan-

to, 𝐻 es totalmente acotado. 

 

Proposición 5. Si 𝐴 es un subconjunto no vacío de 𝐵 y 𝐵 es total-

mente acotado, entonces 𝐴 es acotado. 

Demostración. Sea 𝜀 > 0. Por hipótesis, existen conjuntos 

𝐵1, 𝐵2, ⋯ , 𝐵𝑛 tales que  

𝐵 = ⋃ 𝐵𝑖
𝑛
𝑖=1     y   𝛿(𝐵𝑖)  ≤  𝜀,   𝑖 = 1, 2,… , 𝑛 

Como 𝐴 ⊆ 𝐵, entonces 𝐴 ⊆ ⋃ 𝐵𝑖
𝑛
𝑖=1 . Luego, 

𝐴 = 𝐴 ∩⋃𝐵𝑖

𝑛

𝑖=1

=⋃(𝐴 ∩ 𝐵𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

Se designa entonces  

𝐴𝑖 = 𝐴 ∩ 𝐵𝑖, 𝑖 = 1, 2,… , 𝑛 

𝛿(𝐴𝑖) = 𝛿(𝐴 ∩ 𝐵𝑖) ≤  𝛿(𝐵𝑖)  ≤  𝜀,   𝑖 = 1, 2,… , 𝑛 

Luego, 𝐴 es totalmente acotado. 

 

Teorema 2. Sea 𝐴 un subconjunto no vacío de  ℝ𝑛, con la 

ca  𝑑2. Entonces, son equivalentes: 

a) 𝐴 es totalmente acotado 

b) 𝐴 es acotado. 

Demostración. Supóngase que 𝐴 es totalmente acotado. Por la propo-

sición 2, en cualquier espacio métrico se verifica que 𝐴 es acotado. 

Recíprocamente, supóngase que 𝐴 es acotado, entonces por la pro-

posición 3, existe un hipercubo 𝐻 tal que 𝐴 ⊆ 𝐻. Pero de acuerdo a la 

proposición 4, todo hipercubo 𝐻 es un conjunto totalmente acotado. 

Luego, por la proposición 5, 𝐴 es totalmente acotado. 
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1.6. Ejercicios propuestos 
 

1. Para 𝑥⃗ =  (𝑥1, 𝑥2 ) , 𝑦⃗ = (𝑦1 , 𝑦2 ) ∈ ℝ
2, se define 

𝑑0 ( 𝑥 , 𝑦)  =  𝑚𝑖𝑛 { |𝑥1 − 𝑦1| , |𝑥2 − 𝑦2|} . 

¿Es 𝑑0 una métrica en ℝ2? 

 

2. Sea 𝑓: 𝐸 → 𝐸  una función inyectiva. Demuestre que  

     yfxfyxd ,  

es una  distancia sobre  E. 

 

3. Si  dE,  es un espacio métrico y se consideran '  e',, yxyx

elementos cualesquiera de E, pruebe que 

   ',',)','(),( yydxxdyxdyxd   

 

4. Sea 𝐸 =  ℝ2, para 𝑥⃗, 𝑦⃗  ∈ ℝ2 se define 𝑑 (𝑥⃗ , 𝑦⃗) del siguiente 

modo 

 𝑑 (𝑥⃗, 𝑦⃗) =  𝑑 ((𝑥1, 𝑥2), (𝑦1 , 𝑦2)) =

= {
|𝑥1 − 𝑦1|, si    𝑥2 = 𝑦2

|𝑥1| + |𝑥2 − 𝑦2| + |𝑦1|, en otro caso
 

Demuestre que ( 𝐸, 𝑑 ) es un espacio métrico. 

  

5. Sea ),( dE  un espacio métrico. Sobre él se definen 𝑑1
′   y 𝑑2

′  del 

siguiente modo 

𝑑1
′ (𝑥, 𝑦) =   yxd ,,1min  

𝑑2
′ (𝑥, 𝑦) =

)y,x(d

)y,x(d

1
 

Demuestre que 
'

1d   y 
'

2d   son métricas sobre E. 
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6. Sea el espacio 

𝐸 = 𝐶ℝ[0,1] = {𝑓: [0,1] ⟶ ℝ, 𝑓 continua} 

Demuestre que si se define  

𝑑(𝑓, 𝑔) = ∫ |𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|
1

0
𝑑𝑥      para todo  𝑓, 𝑔 ∈ 𝐸 

y   

𝑑𝐴(𝑓, 𝑔) = sup𝑥∈[0,1]{|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|}    para todo 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐸 

entonces 𝑑 y  𝑑𝐴 son métricas. Luego, (𝐸, 𝑑 )  y  (𝐸, 𝑑𝐴 ) son espacios 

métricos. 

 

7. Sean  𝑥⃗,  𝑦⃗   puntos de  ℝ𝑛 y sea 

𝑑2(𝑥⃗, 𝑦⃗) = [∑(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)
2

𝑛

𝑖=1

]

1 2⁄

 

Pruebe que (ℝ𝑛 , 𝑑2)  es un espacio métrico.  

 

*8. Sea (ℝ𝑛 , 𝑑𝑝), p  1, donde 

𝑑𝑝(𝑥⃗, 𝑦⃗) = [∑(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)
𝑝

𝑛

𝑖=1

]

1 𝑝⁄

 

Demuestre que (ℝ𝑛 , 𝑑𝑝)  es un espacio métrico. 

 

*9. Sea 𝑆(ℝ) = {𝑥 = (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ: 𝑥𝑛 ∈ ℝ, ∑ 𝑥𝑛
2∞

𝑛=1 < ∞}. Si 

𝑥 = (𝑥𝑛), 𝑦 = (𝑦𝑛) se define  

𝑑(𝑥, 𝑦) = [∑(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛)
2

∞

𝑛=1

]

1 2⁄

 

Pruebe que (𝑆(ℝ), 𝑑) es un espacio métrico. 𝑆(ℝ) se llama Espa-

cio de Hilbert  y se lo suele notar por  𝑙2.  
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10. Definición. 𝑑:𝐸 × 𝐸 ⟶ ℝ se dice una pseudométrica  si ve-

rifica 

1) 𝑑(𝑥, 𝑥) = 0 

2) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) 

3) 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) 

Si 𝑑 es una pseudométrica sobre 𝐸 y 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸; se define una rela-

ción binaria sobre 𝐸 por   

𝑥 ≈𝑑 𝑦 ⟺  𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 

Se pide  

(a) Pruebe  " ≈𝑑 " es una relación de equivalencia sobre 𝐸. 

(b) Dados 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 ∈ 𝐸  tales que 𝑥 ≈𝑑 𝑦   y  𝑧 ≈𝑑  𝑤, demuestre 

que  

 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑧,𝑤) 

(c) Sean 𝑥, 𝑦 ∈ (𝐸 ≈𝑑⁄ ) (𝑥 = clase de 𝑥 = {𝑧 ∈ 𝐸: 𝑧 ≈𝑑 𝑥 }). 

Dados 𝑎 ∈ 𝑥 y 𝑏 ∈ 𝑦  se define  

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑎, 𝑏). 

Pruebe que 𝑑 es una métrica en (𝐸 ≈𝑑⁄ ), que se llama asociada a d. 

(d) Sea 𝑒(𝑥⃗, 𝑦⃗) = |𝑥1 − 𝑦1|
,
 para todo 𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ ℝ2, 𝑥⃗ = (𝑥1, 𝑥2), 

𝑦⃗ = (𝑦1, 𝑦2). Pruebe que e  es una pseudométrica. ¿(ℝ2, 𝑒) es un espa-

cio métrico? Justifique la respuesta. 

 

11. Sean (ℝ2, 𝑑2) y 𝜑 ∈ ℝ. Sea la rotación elemental de ángulo 

𝜑,  𝑟𝜑: ℝ2 ⟶  ℝ2, dada por 

𝑟𝜑(𝑥, 𝑦 ) = (𝑥 cos(𝜑) − 𝑦 sen(𝜑),  𝑥 sen(𝜑) + 𝑦 cos(𝜑)). 

Pruebe que  𝑟𝜑 es una isometría entre los espacios euclídeos co-

rrespondientes. 

 

12. Demuestre que toda isometría 𝑓: (ℝ, | | ) → (ℝ, | |) cumple 

que 

𝑓(𝑥) = 𝑎 + 𝑥  ó  𝑓(𝑥) = 𝑎 − 𝑥. 
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13. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y sean 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, 𝐴 ⊆ 𝐸,   
𝐴 ≠ ∅. Pruebe que 

d x A d y A d x y( , ) ( , ) ( , )   

 

14. Sean  dE,  un espacio métrico, 𝑎 y 𝑏 elementos de 𝐸, 𝑟 y 

𝑠 números reales positivos. Si ),(),( sbBraBx  , demuestre que 

existe una bola abierta de radio 0   tal que  

),( xB ),(),( sbBraB  . 

 

15. Sea el subconjunto de ℝ2 

𝐴 = {(𝑥, 𝑦)  ∈ ℝ2 ∶  𝑦 = 𝑥2}  = {(𝑥, 𝑥2) ∶  𝑥 ∈ ℝ } 

Calcule  𝑑1((2,0), 𝐴)   y   𝑑∞ ((2,0),𝐴). 

 

16. Sean el espacio métrico (ℝ2, 𝑑2) y los subconjuntos de ℝ2 

𝐴 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶  𝑥2 + 𝑦2 = 1}  

y  

𝐵 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶  𝑥 + 𝑦 = 2}. 

Calcule 𝑑(𝐴, 𝐵). 

 

17. Sea 𝐸 = 𝐶ℝ[0, 2π] = {𝑓: [0, 2π] ⟶ ℝ, 𝑓 continua} con la 

métrica 

𝑑𝐴(𝑓, 𝑔) = sup𝑥∈[0,2𝜋]{|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|}  para todo 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐸 

y el conjunto 

𝐴 = {𝑠𝑒𝑛 𝑥 +  𝑘 ∶  0 ≤  𝑘 ≤  1} 

(a) ¿Cuál es la distancia de la función 𝑓(𝑥)  = 𝑥2  +  2  al con-

junto 𝐴? 
(b) Si 

𝐵 =  {𝑐𝑜𝑠 𝑥 +  𝑘 ∶  2 ≤ 𝑘 ≤  3} 

¿Cuánto vale 𝑑(𝐴, 𝐵)? 
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18. Sea ( , )E d un espacio métrico, A B E A B, , ,     , en-

tonces 

(a)  A B A B   ( ) ( )  

(b)   ( ) ( ) ( ) ( , ).A B A B d A B     

¿Qué ocurre si A B  ? 

(c)   ( ) { }A A a  0  

 

19. Sea ( , )E d un espacio métrico,  𝑟 ∈ ℝ, 𝑟 > 0, 𝑥0 ∈ 𝐸. Prue-

be que B x r( , )0 ; 𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟) y  𝐵𝑜𝑟(𝑥0, 𝑟)  son conjuntos acotados. 

 

20. Sea el espacio métrico (ℝ, 𝑑𝑇)  y sean BA, subconjuntos no 

vacíos de  ℝ. Determine  BAdT , . 

 

21. Sean  1,0A  y  4,1B  subconjuntos de ℝ. Calcule la dis-

tancia de 𝐴 a 𝐵 usando 

(a)   la métrica usual, 

(b) la métrica discreta. 

 

*22. En el espacio métrico (ℝ𝑛 , 𝑑𝑝), 𝑝 > 1, pruebe que todo hi-

percubo 𝐻 es acotado. 

 

23. Sean BA y  conjuntos acotados en un espacio métrico ),( dE . 

Demuestre que BA   es un  conjunto acotado.  

Deduzca que una unión finita de conjuntos acotados en E es un 

conjunto acotado. 

 

24. Sea  (ℝ, | |) y sea 𝐴 = [0,1] ⊆  ℝ. Pruebe que 𝐴  es total-

mente acotado. 

 

25. ¿Es la unión de dos conjuntos totalmente acotados un conjun-

to totalmente acotado?  
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26. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y sean 𝐴 y 𝐵  subconjuntos no 

vacíos de 𝐸 tales que 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐸.  Si 𝐵 es totalmente acotado. De-

muestre que 𝐴 es totalmente acotado. 

 

27. Pruebe que en un espacio métrico discreto, un conjunto es to-

talmente acotado si y solo si es finito.  

 

28. Dado ℝ2 con las siguientes métricas, determine y represente 

gráficamente las bolas 𝐵(𝑥0⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑟),   𝐵𝑐(𝑥0⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑟), 𝐵𝑜𝑟(𝑥0⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑟), donde          

𝑥0⃗⃗⃗⃗⃗ = (0, 0) y r  1: 

(a) 𝑑2(𝑥⃗, 𝑦⃗) = [∑ (𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)
22

𝑖=1 ]1 2⁄  

(b) 𝑑1(𝑥⃗, 𝑦⃗) = ∑ |𝑥𝑖 − 𝑦𝑖|
2
𝑖=1  

 

29. Sean ( , )E d un espacio métrico, 𝑟 ∈ ℝ, 𝑟 > 0, 𝑥0 ∈ 𝐸.  

Pruebe que 

(a)  𝐵(𝑥0, 𝑟)  ⊆ 𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟) 

(b)  𝐵𝑜𝑟(𝑥0, 𝑟)  ⊆ 𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟) 

(c)  𝐵𝑜𝑟(𝑥0, 𝑟) = 𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟) −  𝐵(𝑥0, 𝑟) 

(d)  𝐵(𝑥0, 𝑟) ∩  𝐵𝑜𝑟(𝑥0, 𝑟) = ∅ 

 

30. Sea 𝑓: (𝐸, 𝑑)  → (𝐸′, 𝑑′)  una isometría. Demuestre que 

(a)  𝑓−1 es una isometría. 

(b)  𝑑 es discreta ⟺  𝑑′ es discreta. 

(c)  i) 𝑓(𝐵(𝑥0, 𝑟)) = 𝐵(𝑓(𝑥0), 𝑟) 

 ii) 𝑓(𝐵𝐶(𝑥0, 𝑟)) = 𝐵𝐶(𝑓(𝑥0), 𝑟) 

iii)  𝑓(𝐵𝑜𝑟(𝑥0, 𝑟)) = 𝐵𝑜𝑟(𝑓(𝑥0), 𝑟) 

(d)  𝐴 es acotado en 𝐸 ⟺  𝑓(𝐴) es acotado en 𝐸′. 
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2.1. Sucesiones en un espacio métrico 
 

Recuérdese que una sucesión de números reales es una función 

𝑥: ℕ ⟶ ℝ que a cada número natural 𝑛 le hace corresponder el núme-

ro real 𝑥(𝑛), que usualmente se denota por 𝑥𝑛. Normalmente, en vez 

de utilizar la notación funcional, se usa la notación con subíndices: 

𝑥 = (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ = (𝑥𝑛). Se designa con 𝑥𝑛 al  𝑛-ésimo término de la 

sucesión. Una sucesión de este tipo se llama sucesión infinita de núme-

ros reales, pues el dominio es el conjunto de los números naturales y el 

rango son los números reales (ver Ascheri y Reid, 2008, capítulo 3). 

 

Definición. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico arbitrario. Se llama su-

cesión de puntos de 𝐸 a toda función 𝑥:ℕ ⟶ 𝐸 que a cada numero 

natural 𝑛 ∈ ℕ le asigna un elemento 𝑥(𝑛) =⏟
𝑁𝑜𝑡

𝑥𝑛 ∈ 𝐸 . La sucesión se 

denota por  𝑥 = (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ = (𝑥𝑛). 
 

Ejemplos  

Sea (ℝ, | |). Entonces, las siguientes son sucesiones de números 

reales: 

1) 𝑥𝑛 = 
1

𝑛
 , para todo 𝑛 ∈ ℕ, esto es,  

  𝑥 = (𝑥𝑛) =  ( ...,
3

1
,

2

1
,1 , ...,

n

1
)   

 

2) 𝑥𝑛 = (−1)
𝑛 , para todo 𝑛 ∈ ℕ, esto es,  

(𝑥𝑛) =  (−1, 1, −1,⋯ , (−1)
𝑛 ,⋯ )   
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Observación 

 La función 𝑥 que define una sucesión no tiene por qué ser inyecti-

va, es decir, puede haber 𝑛1 ≠ 𝑛2 con  𝑥𝑛1 = 𝑥𝑛2. Por ello es que hay 

que distinguir entre la sucesión (𝑥𝑛) y el conjunto de términos (o do-

minio de valores o conjunto de puntos imágenes) de la sucesión  (𝑥𝑛). 
Si bien la sucesión tiene una infinidad de términos, el dominio de 

valores puede ser finito. En el ejemplo 2, el dominio de valores es el 

conjunto finito {−1, 1}, mientras que en el ejemplo 1 es el conjunto 

infinito {
1

𝑛
∶ 𝑛 ∈ ℕ}. 

 

Definición. Se dice que la sucesión (𝑥𝑛) de puntos de 𝐸 converge 

a un punto 𝑥0 ∈ 𝐸 si la sucesión de números reales (𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥0))𝑛∈ℕ  

converge a cero; es decir,  

𝑥𝑛  
𝑛 → ∞  
→     𝑥0      ⇔    𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥0)

𝑛 → ∞  
→    0 

 

Se dice en este caso que 𝑥0 es el límite de (𝑥𝑛) y se nota  

𝑥0 = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 

 

Observación 

𝑥𝑛  
𝑛 → ∞  
→     𝑥0 si y solo si para todo 𝜀 > 0  existe 𝑛0(𝜀) ∈ ℕ tal que  

𝑑(𝑥𝑛  , 𝑥0) < 𝜀 si 𝑛 > 𝑛0(𝜀). 

O equivalentemente, 

 

𝑥𝑛  
𝑛 → ∞  
→     𝑥0⇔ ∀ 𝜀 > 0  ∃ 𝑛0(𝜀) ∈ ℕ ∶  ∀ 𝑛 > 𝑛0(𝜀)  𝑥𝑛 ∈ 𝐵(𝑥0 , 𝜀) 

 

Ejemplo 

En (ℝ, | |), se considera la sucesión  𝑥𝑛 =  
1

𝑛
, para todo  𝑛 ∈ ℕ. 

Entonces, 𝑥𝑛 = 
1

𝑛
 
𝑛 → ∞  
→     0, o sea,  lim𝑛→∞

1

𝑛
= 0 

En efecto, sea 0  cualquiera. Se debe probar que existe un nú-

mero  0n ∈ ℕ tal que 
nn

1
0

1
 siempre que 0nn  .  
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Por la propiedad arquimedeana, existe  𝑛0 ∈ ℕ tal que 10 n . 

Luego, para todo 0nn   se tiene 
0

11

nn
.  

Así, pues, se ha probado que 0
1


 n
lím
n

. 

 

Proposición 1. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y sea  𝑎 ∈ 𝐸. Si 

𝑥𝑛 =  𝑎 ∈ 𝐸, para todo  𝑛 ∈ ℕ, entonces lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 =  𝑎. 

Demostración 1. Se debe probar que dado  𝜀 > 0  existe         

 𝑛0(𝜀) ∈ ℕ  tal que 𝑑(𝑥𝑛 , 𝑎) < 𝜀 si 𝑛 > 𝑛0(𝜀). 

Sea 𝜀 > 0. Como  𝑥𝑛 = 𝑎 ∈ 𝐸, para todo  𝑛 ∈ ℕ, entonces 

𝑑(𝑥𝑛 , 𝑎) = 𝑑(𝑎 , 𝑎) = 0 < 𝜀, cualquiera sea  𝑛 ∈ ℕ, 

de donde,  

𝑑(𝑥𝑛 , 𝑎) < 𝜀,  para todo 𝑛 ∈ ℕ  

y, por lo tanto, 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 =  𝑎 

 

Demostración 2. Sea 𝜀 > 0.  Como  𝑥𝑛 =  𝑎 ∈ 𝐸, para todo  𝑛 ∈ ℕ 

y 𝑎 ∈ 𝐵(𝑎, 𝜀 ), entonces se tiene que  𝑥𝑛 =  𝑎 ∈  𝐵(𝑎 , 𝜀 ), para todo 

 𝑛 ∈ ℕ y, por lo tanto,  lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 =  𝑎. 

 

Proposición 2. Toda sucesión (𝑥𝑛)  convergente de puntos de un 

espacio métrico (𝐸, 𝑑) es acotada, esto es, el dominio de valores de 

una sucesión (𝑥𝑛)  convergente de puntos de 𝐸 es un conjunto acotado.  

Demostración. Sea (𝑥𝑛) una sucesión de puntos de  𝐸  convergen-

te a un punto 𝑥0 ∈ 𝐸, o sea, 𝑥0 = lim𝑛→∞ 𝑥𝑛. Se designa con 

𝑍 = {𝑥𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} =  {𝑥1, 𝑥2, ⋯ } 

y se debe probar que 𝑍 es acotado, esto es, que  𝛿(𝑍) < ∞. 

Como 𝑥0 = lim𝑛→∞ 𝑥𝑛, para todo 𝜀 > 0 existe 𝑛0(𝜀) ∈ ℕ tal que 

si 𝑛 > 𝑛0(𝜀) entonces  𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥0 ) < 𝜀. En particular, para 𝜀 = 1 existe 

𝑛0(1) ∈ ℕ tal que si 𝑛 > 𝑛0(1) se tiene que  𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥0 ) < 1, de modo 

que si  𝑛 > 𝑛0(1), 𝑥𝑛 ∈ 𝐵(𝑥0, 1), y por lo tanto, a partir de un 𝑛0 en 



María Eva ASCHERI · Marisa REID 

48 | 
 

adelante se tienen acotados todos los términos de la sucesión (𝑥𝑛)                  

({𝑥𝑛 ∶ 𝑛 >  𝑛0} ⊆ 𝐵(𝑥0 , 1 ) ⟹  𝛿({𝑥𝑛 ∶ 𝑛 > 𝑛0}) ≤ 𝛿(𝐵(𝑥0, 1 )) ≤

 ≤ 2 ∙ 1 = 2 ) 
Solo resta acotar los primeros términos de la sucesión (𝑥𝑛) que 

son un número finito; se toma   

𝑀 = max
1≤𝑖≤𝑛0

{1, 𝑑(𝑥𝑖, 𝑥0) } 

Así, (𝑥𝑛) es acotada. En efecto, para todo  𝑛 ∈ ℕ 𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥0) ≤ 𝑀. 

Luego, sean  𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ∈ 𝑍 (𝑖, 𝑗 ∈ ℕ); usando la desigualdad triangular, 

resulta 

𝑑(𝑥𝑖, 𝑥𝑗 )  ≤ 𝑑(𝑥𝑖, 𝑥0) + 𝑑(𝑥0, 𝑥𝑗) ≤ 𝑀 +𝑀 =  2𝑀,  para todo 

𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ∈ 𝑍 (𝑖, 𝑗 ∈ ℕ). 

Por lo tanto, 

  sup
𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ∈𝑍

{𝑑(𝑥𝑖, 𝑥𝑗 )} =  𝛿(𝑍) ≤ 2𝑀 <  ∞ 

Esto es, 𝛿(𝑍) < ∞. 

 

Observación 
En general, la recíproca de la proposición anterior no es cierta; es-

to es, existen sucesiones acotadas que no son convergentes. En el 

ejemplo 2, el dominio de valores es el conjunto finito {−1, 1} y por lo 

tanto, (𝑥𝑛) es acotada. Pero (𝑥𝑛)  no es convergente. Se pueden sí ex-

traer subsucesiones convergentes. Por ejemplo, 

 (−1, ⋯ , −1, ⋯ ) que converge a −1  

y  

 (1, 1,⋯ , 1, ⋯ ) que converge a 1. 

 

 

2.2. Subsucesión  
 

Sea 𝑛:ℕ ⟶ ℕ una función estrictamente creciente y sea la función  

𝑥: ℕ ⟶ 𝐸. Se considera la siguiente composición de funciones 

ℕ
     𝒏      
→    ℕ 

     𝒙      
→   𝐸 
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tal que 

𝑘 ⟶ 𝑛(𝑘)  =⏟
𝑁𝑜𝑡

 𝑛𝑘 ⟶ 𝑥(𝑛(𝑘)) =⏟
𝑁𝑜𝑡

 𝑥𝑛𝑘 ∈ 𝐸 

Esto es, 

𝑥 ∘ 𝑛 =  (𝑥𝑛𝑘)𝑘∈ℕ
 =⏟
𝑁𝑜𝑡

  (𝑥𝑛𝑘). 

Así, si se llama  

𝑦 = 𝑥 ∘ 𝑛 ∶ ℕ ⟶ 𝐸  tal que  𝑘 ⟶ 𝑥𝑛𝑘 = 𝑦𝑘 , 

entonces  

𝑦 =  (𝑦𝑘)𝑘∈ℕ =  (𝑥𝑛𝑘)𝑘∈ℕ
  

 

Definición. Sea  𝑥 = (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ una sucesión de puntos del espacio 

métrico (𝐸, 𝑑) y sea 𝑛 = (𝑛𝑘)𝑘∈ℕ  una sucesión estrictamente crecien-

te, o sea, una sucesión de números naturales con la propiedad 

𝑘1 < 𝑘2⟹ 𝑛𝑘1 < 𝑛𝑘2 

Entonces, 𝑦 =  (𝑦𝑘)𝑘∈ℕ =  (𝑥𝑛𝑘)𝑘∈ℕ
  se denomina subsucesión de 

𝑥 = (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ. 

 

Ejemplos. En (ℝ, | |). 

1) Sea  𝑥𝑛 = 
1

𝑛
, para todo  𝑛 ∈ ℕ  y 12  knk , para todo 𝑘 ∈ ℕ 

Entonces, 

(𝑥 ∘ 𝑛)(𝑘) =  𝑥(𝑛(𝑘)) = 𝑥(2𝑘 − 1) =  
1

2𝑘−1
, para todo 𝑘 ∈ ℕ. 

Luego, 

𝑦 =  (𝑦𝑘)𝑘∈ℕ = (𝑥𝑛𝑘)𝑘∈ℕ
=  (

1

2𝑘 − 1
)
𝑘∈ℕ
  

es la subsucesión que consiste en todos los términos impares de la su-

cesión  (𝑥𝑛) =  (
1

𝑛
)
𝑛∈ℕ

. 
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2) Sea  𝑥𝑛 = (−1)
𝑛, para todo 𝑛 ∈ ℕ y 12  knk ,

 
para todo 

𝑘 ∈ ℕ. 

Entonces, 

(𝑥 ∘ 𝑛)(𝑘)  =  𝑥(𝑛(𝑘)) =  𝑥(2𝑘 − 1) = (−1)2𝑘−1, para todo 

𝑘 ∈ ℕ. 

Luego, 

𝑦 =  (𝑦𝑘)𝑘∈ℕ = (𝑥𝑛𝑘)𝑘∈ℕ
=  ((−1)2𝑘−1)𝑘∈ℕ = (−1,−1,⋯ )    

es una subsucesión de  (𝑥𝑛) =  ((−1)
𝑛)𝑛∈ℕ. 

 

Proposición 3. Si el lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑥0 y (𝑥𝑛𝑘) es una sucesión de 

 (𝑥𝑛), entonces lim𝑘→∞𝑥𝑛𝑘 =𝑥0; esto es, una subsucesión de una suce-

sión convergente es también convergente y converge al mismo límite. 

Demostración. Dado 𝜀 > 0, por hipótesis, existe 𝑛0(𝜀) ∈ ℕ tal que 

si 𝑛 > 𝑛0(𝜀) entonces 𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥0 ) < 𝜀. 
Como la función 𝑛:ℕ ⟶ ℕ es estrictamente creciente entonces es 

inyectiva, de donde, existe 𝑘0 ∈ ℕ tal que 𝑛𝑘0 > 𝑛0. Pues si no fuera 

así, entonces 𝑛𝑘0 ≤ 𝑛0, para todo 𝑘0 ∈ ℕ; luego, el dominio de valores 

de 𝑛 = (𝑛𝑘)𝑘∈ℕ sería finito y, por lo tanto, la aplicación  𝑘 ⟶ 𝑛𝑘  de ℕ 

en ℕ no sería inyectiva, pues en este caso se tendría que  

𝑘1 ≠ 𝑘2   le corresponderían  𝑛𝑘1 = 𝑛𝑘2. Y, por lo tanto, no sería es-

trictamente creciente.  

Luego, existe  𝑘0 ∈ ℕ tal que 𝑛𝑘0 > 𝑛0. Así, para todo 𝑘 > 𝑘0 es 

𝑛𝑘 >  𝑛𝑘0 > 𝑛0, de donde, para todo 𝑘 > 𝑘0 es 𝑛𝑘 > 𝑛0 y por lo tanto, 

es  𝑑(𝑥𝑛𝑘  , 𝑥0) < 𝜀, cualquiera sea 𝑘 > 𝑘0. Así, 𝑙𝑖𝑚𝑘→∞𝑥𝑛𝑘 =𝑥0 . 

 

Proposición 4. Si lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 =  𝑥0 = lim𝑛→∞ 𝑦𝑛, entonces la su-

cesión 𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2, ⋯ , 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 ,⋯  converge a 𝑥0. 

Demostración. Sea 

  (𝑧𝑛) = (𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2,⋯ , 𝑥𝑛 , 𝑦𝑛 ,⋯ ) 

Dado 𝜀 > 0, por hipótesis,  
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existe 𝑛1(𝜀) ∈ ℕ tal que para todo 𝑛 > 𝑛1(𝜀), 𝑥𝑛 ∈ 𝐵(𝑥0 , 𝜀)  

y  

existe 𝑛2(𝜀) ∈ ℕ tal que para todo 𝑛 > 𝑛2(𝜀),   𝑦𝑛 ∈ 𝐵(𝑥0 , 𝜀) 

Se toma 

𝑛0 = 𝑚á𝑥{𝑛1 , 𝑛2}. 

Entonces,  

𝑥𝑛 , 𝑦𝑛 ∈ 𝐵(𝑥0 , 𝜀), para todo 𝑛 > 𝑛0(𝜀) 

es decir, 

𝑧𝑛 ∈ 𝐵(𝑥0 , 𝜀) si 𝑛 > 𝑛0(𝜀), 
esto implica que  

lim𝑛→∞ 𝑧𝑛 = 𝑥0. 

 

 

2.3. Límite en el producto cartesiano 
 

Sean (𝑋, 𝑑1) e (𝑌, 𝑑2) dos espacios métricos y se considera el pro-

ducto cartesiano de 𝑋 e  𝑌; es decir, 

𝑋 × 𝑌 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌} 

Dados 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2), 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) ∈ 𝑋 × 𝑌, se define 

𝑑(𝑥, 𝑦) = [∑𝑑𝑖
2(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)

2

𝑖=1

]

1 2⁄

 

Entonces, (𝑋 × 𝑌, 𝑑) es un espacio métrico que se llama espacio 

producto cartesiano de los espacios 𝑋 e  𝑌. 

Se deja a cargo del lector demostrar que (𝑋 × 𝑌, 𝑑) es un espacio 

métrico. 

Esta métrica es una generalización de la métrica euclídea de 

ℝ2 = ℝ× ℝ, pues en este caso sería 

𝑑(𝑥⃗, 𝑦⃗) = [∑(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)
2

2

𝑖=1

]

1 2⁄
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Teorema 1. Sean (𝑋, 𝑑1) e (𝑌, 𝑑2) dos espacios métricos y se con-

sidera el producto cartesiano(𝑋 × 𝑌, 𝑑). Entonces, la condición necesa-

ria y suficiente para que 𝑧𝑛 = (𝑥𝑛 , 𝑦𝑛) converja a 𝑧 = (𝑥, 𝑦) es que 

 lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 =  𝑥  y  lim𝑛→∞ 𝑦𝑛 = 𝑦. 

Demostración. Supóngase que lim𝑛→∞ 𝑧𝑛 =  𝑧. 

Sea 𝜀 > 0. Por hipótesis, existe  𝑛0(𝜀) ∈ ℕ tal que             

𝑑(𝑧𝑛  , 𝑧) < 𝜀 para todo 𝑛 > 𝑛0(𝜀). 

Como  

𝑑1(𝑥𝑛 , 𝑥) ≤ 𝑑(𝑧𝑛 , 𝑧) < 𝜀   y  𝑑2(𝑦𝑛 , 𝑦) ≤ 𝑑(𝑧𝑛 , 𝑧) < 𝜀  para todo 

 𝑛 > 𝑛0(𝜀), se tiene que 

𝑑1(𝑥𝑛 , 𝑥) < 𝜀  y  𝑑2(𝑦𝑛 , 𝑦) < 𝜀   siempre que  𝑛 > 𝑛0(𝜀) 

lo que implica que  

𝑥𝑛
𝑛→∞
→   𝑥  

 
e  𝑦𝑛

𝑛→∞
→   𝑦.

 
Recíprocamente, por hipótesis,

  
lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 =  𝑥  y   lim𝑛→∞ 𝑦𝑛 = 𝑦

 
Sea 𝜀 > 0.  Entonces, 

existe  𝑛1(𝜀) ∈ ℕ tal que para todo 𝑛 > 𝑛1(𝜀) es 𝑑1(𝑥𝑛 , 𝑥) <
𝜀
√2
⁄  

y 

existe  𝑛2(𝜀) ∈ ℕ tal que si 𝑛 > 𝑛2(𝜀) entonces 𝑑2(𝑦𝑛 , 𝑦) <
𝜀
√2
⁄  

Luego, tómese 

𝑛0 = 𝑚á𝑥{𝑛1 , 𝑛2}. 

Así pues, para todo 𝑛 > 𝑛0(𝜀) 

𝑑1(𝑥𝑛 , 𝑥) <
𝜀
√2
⁄    y   𝑑2(𝑦𝑛 , 𝑦) <

𝜀
√2
⁄

 

De donde, para 𝑛 > 𝑛0  se tiene 

  𝑑(𝑧𝑛 , 𝑧) = √𝑑1
2(𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑑2

2(𝑦𝑛 , 𝑦) < √2𝜀2 2⁄ = 𝜀 
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En consecuencia 

𝑧𝑛
𝑛→∞
→   𝑧,  siendo  𝑧𝑛 = (𝑥𝑛 , 𝑦𝑛), 𝑧 = (𝑥, 𝑦). 

 

 

2.4. Ejercicios propuestos 
 

1. Demuestre que una sucesión de puntos del espacio métrico 

(𝐸, 𝑑) no puede converger a dos límites distintos. En otras palabras, 

pruebe que si el límite de una sucesión de puntos de un espacio métrico 

(𝐸, 𝑑) existe, entonces es único. 

 

2. Sea ℝ con la métrica usual. Pruebe que 

(a)  Si 𝑥𝑛  
𝑛 → ∞  
→     𝑥0 en ℝ, entonces existe 0k  tal que |𝑥𝑛| ≤ 𝑘  

para todo 𝑛 ∈ ℕ. 

(b) Si 0lím 


axn
n

, entonces existe 𝑛𝑜 ∈ ℕ tal que para todo 

00  nx,nn . 

Análogamente, si 0lím 


bxn
n

, entonces existe 𝑛𝑜 ∈ ℕ tal que 

para todo 00  nx,nn . 

(c)  i) Sean  nx  e  ny  sucesiones convergentes. Si nn yx   para 

todo 𝑛 ∈ ℕ, entonces n
n

n
n

yx


 límlím . 

 ii) Sean  nx  e  ny  dos sucesiones tales que nn yx   para 

todo 𝑛 ∈ ℕ. Supóngase además, que ambas sucesiones son 

convergentes. ¿Es cierto que n
n

n
n

yx


 límlím ? 

(d) Sea  nx  una sucesión convergente. Si axn   para todo  

 𝑛 ∈ ℕ, entonces axn
n




lím . 

(e)  Si  nx ,  ny ,  nz  son tres sucesiones que verifican 

 i) existe 𝑛𝑜 ∈ ℕ tal que nnn zyx  , para todo 0nn   

 ii)  Lzlímxlím
nn
 . 

Demuestre que   ny  también es convergente y que  Lylím
n
 . 



María Eva ASCHERI · Marisa REID 

54 | 
 

3. Sean  nx  e  ny  sucesiones de un espacio métrico (𝐸, 𝑑) tal 

que  

  nyxd nn /1,  , 𝑛 ∈ ℕ. 

Demuestre que si  nx converge a 0x , entonces  ny  también 

converge a 0x . 

 

4. (a) Sean  nr  una sucesión de números reales positivos conver-

gente a cero y  nx   una sucesión en  d,E  tal que para cada n, 

),( nn rxBx   con Ex . Entonces, pruebe que  𝑥𝑛  
𝑛 → ∞  
→     𝑥 en 𝐸. 

(b) Si en a) se cambia ),( nrxB  por 𝐵𝑐(𝑥, 𝑟𝑛)  o por  𝐵𝑜𝑟(𝑥, 𝑟𝑛), 

¿sigue valiendo la misma conclusión? 

 

5. Sean (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ  e (𝑦𝑛)𝑛∈ℕ  sucesiones convergentes a 𝑥 e 𝑦, res-

pectivamente, en ℝ con la métrica usual. Pruebe que 

(a)  nn yx   converge a 𝑥 + 𝑦 en ℝ. 

(b) nn yx   converge a 𝑥 ∙ 𝑦 en ℝ. 

(c)  
nx

1
 converge a 

x

1
 en ℝ, siempre que 0nx para todo 

𝑛 ∈ ℕ  y  0x . 

 

*6. Sean (𝐸, 𝑑)  un espacio métrico, 𝐴 un subconjunto no vacío de 

𝐸 y ),( Axdd  , siendo x un punto de 𝐸. Pruebe que existe una suce-

sión   Axn   tal que dxxdd
nnn  


),(  en (ℝ, | |). 

 

*7. Sean (𝐸, 𝑑) un espacio métrico, 𝐴 y 𝐵 subconjuntos no vacíos 

de 𝐸 y ),( BAdd  . Pruebe que existen una sucesión   Aan   y una 

sucesión   Bbn   tal que si ),( nnn badd  , entonces dd
nn  


 

en (ℝ, | |). 
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8. Sea (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ una sucesión de ℝ𝑘  con la métrica euclídea, donde  

𝑥𝑛 = (𝑎1𝑛 , 𝑎2𝑛 , ⋯ , 𝑎𝑘𝑛). Pruebe que xxn  , con                        

𝑥 = (𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑘) si y solo si jj aa
n
  para todo índice 𝑗, con 

kj 1 . 

 

9. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico arbitrario. Pruebe que si el domi-

nio de valores de una sucesión  nx  de puntos de  𝐸 es un conjunto 

finito, entonces la sucesión contiene una subsucesión convergente.  

 

10. Sea (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ una sucesión monótona de ℝ con la métrica 

usual. Pruebe que (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ es convergente si y solo si (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ  es aco-

tada. 
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Capítulo 3 
 

 

 
 

Topología de los Espacios Métricos 
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3.1. Topología de los espacios métricos 
 

En los espacios métricos se encuentran ciertos subconjuntos que 

tienen propiedades especiales y que se consideran conceptos indispen-

sables para un estudio riguroso del Análisis Matemático.  

En este capítulo se presentan las definiciones, notaciones y propie-

dades básicas de tales nociones. Además, se introduce el concepto de 

subespacio de un espacio métrico. 

 

 

3.2. Clausura de un conjunto 
 

Definición. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y 𝐴 un subconjunto de 

𝐸. Se designa por 𝐴 a un subconjunto de 𝐸, llamado clausura (o cierre 

o adherencia) de 𝐴, definido del siguiente modo: 

Un punto 𝑥 ∈ 𝐸 pertenece al conjunto 𝐴  si y solo si existe una su-

cesión (𝑥𝑛) de puntos de 𝐴 tal que 𝑥𝑛
 𝑛→∞  
→    𝑥. Es decir,    

𝐴 = {𝑥 ∈ 𝐸:   existe (𝑥𝑛) ⊆ 𝐴 ∶  𝑥𝑛
 𝑛→∞  
→    𝑥 }. 

Los puntos del conjunto  𝐴 se llaman puntos clausura de 𝐴 o pun-

tos adherentes de 𝐴. 
 

Ejemplo 

Sea en el espacio métrico (ℝ, | |), el conjunto 

𝐴 = {1,
1

2
,⋯ ,

1

𝑛
,⋯ } ⊆  ℝ. 
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Considérese la siguiente sucesión de puntos de 𝐴: (𝑥𝑛) = (
1

𝑛
).  En-

tonces, 
1

𝑛  𝑛→∞  
→    0, de donde, 0 ∈ 𝐴. Pero también se puede tomar como 

sucesión de puntos de 𝐴 aquella que sea constantemente igual a un 

elemento de 𝐴, que converge a ese elemento de 𝐴. Esto es, para 𝑚 ∈ ℕ 

fijo, sea 𝑥𝑛 =
1

𝑚
∈ 𝐴,  para todo 𝑛 ∈ ℕ, de modo que 𝑥𝑛 =

1

𝑚  𝑛→∞  
→    

1

𝑚
, y 

esto se hace para cada 𝑚 ∈ ℕ. En consecuencia, todo punto de 𝐴 es 

también punto de 𝐴. 

Así,  𝐴 = 𝐴 ∪ {0}. 

 

Teorema 1. En (𝐸, 𝑑), 𝑥 ∈ 𝐴  si y solo si para cada                   

𝜀 > 0, 𝐵(𝑥, 𝜀)  ∩ 𝐴 ≠ ∅ . 

Demostración. Sean 𝜀 > 0  y  𝑥 ∈ 𝐴. Entonces, existe una suce-

sión  (𝑥𝑛) de puntos de 𝐴 tal que 𝑥𝑛
 𝑛→∞  
→    𝑥. Esto es, 𝑥𝑛 ∈ 𝐴,  para 

todo 𝑛 ∈ ℕ y existe 𝑛0(𝜀) ∈ ℕ tal que para todo 𝑛 > 𝑛0(𝜀),           
𝑥𝑛 ∈  𝐵(𝑥, 𝜀). De donde,  𝑥𝑛 ∈ 𝐵(𝑥, 𝜀) ∩ 𝐴 a partir de un cierto 𝑛0(𝜀)  
y, por lo tanto,  𝐵(𝑥, 𝜀)  ∩ 𝐴 ≠ ∅. 

Recíprocamente, por hipótesis, para cada 𝜀 > 0  𝐵(𝑥, 𝜀) ∩ 𝐴 ≠ ∅ . 

Así, se puede afirmar que para 𝜀 =
1

𝑛
, 𝐵 (𝑥,

1

𝑛
) ∩ 𝐴 ≠ ∅  para to-

do 𝑛 ∈ ℕ. 

De donde, existe 𝑥𝑛 ∈ 𝐵 (𝑥,
1

𝑛
) ∩ 𝐴 para todo 𝑛 ∈ ℕ. Queda así 

construida una sucesión (𝑥𝑛) de puntos de 𝐴.  

Además, por la propiedad arquimedeana, para cada 𝜀 > 0 existe 

𝑛0 ∈ ℕ tal que  
1

𝑛0
< 𝜀.  

Luego, para 𝑛 > 𝑛0 es 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥 ) <
1

𝑛
<

1

𝑛0
< 𝜀, o sea, para 

do  𝑛 > 𝑛0 es 𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥 ) < 𝜀  lo cual implica que  𝑥𝑛
 𝑛→∞  
→    𝑥.  

Por lo tanto, 𝑥 ∈  𝐴. 

 
Observación 
El teorema 1 se puede enunciar del siguiente modo: 

𝑥 ∉  𝐴  si y solo si existe  𝜀 > 0 tal que  𝐵(𝑥, 𝜀) ∩ 𝐴 = ∅ . 
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Ejemplo 

Sea en el espacio métrico (ℝ, | |), el conjunto 

𝐴 = {1,
1

2
,⋯ ,

1

𝑛
,⋯ } ⊆  ℝ.  

Se sabe que en  (ℝ, | |), 𝐵(𝑥, 𝜀) = (𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀) para todo 𝜀 > 0. 

Sea 𝑎 ∈ 𝐴. Entonces, como 𝑎 ∈ (𝑎 − 𝜀, 𝑎 + 𝜀) cualquiera sea 

𝜀 > 0, se tiene que (𝑎 − 𝜀, 𝑎 + 𝜀) ∩ 𝐴 ≠ ∅, de donde, 𝑎 ∈ 𝐴; esto es, 

todo punto de 𝐴 es un punto del conjunto 𝐴. 

Además, 0 ∈ 𝐴. En efecto, dado 𝜀 > 0, por la propiedad arquime-

deana, existe 𝑛0 ∈ ℕ tal que  
1

𝑛0
< 𝜀. Luego,  como  −𝜀 < 0 <

1

𝑛0
< 𝜀  

para  algún  𝑛0 ∈ ℕ  y   
1

𝑛0
∈ 𝐴, entonces (−𝜀, 𝜀) ∩ 𝐴 ≠ ∅  para todo 

𝜀 > 0, de donde, 0 ∈ 𝐴. 

Por lo tanto, 𝐴 = 𝐴 ∪ {0}. 

 

Propiedades de la clausura de un conjunto 
 

Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y sean  𝐴, 𝐵 ⊆ 𝐸. Entonces, son vá-

lidas las siguientes propiedades: 

1) 𝐴 ⊆ 𝐴. 

Sea 𝑥 ∈ 𝐴. Tomando 𝑥𝑛 = 𝑥 para todo 𝑛 ∈ ℕ, se tiene que existe 

una sucesión de puntos de 𝐴 tal que  𝑥𝑛
 𝑛→∞  
→   𝑥; en consecuencia,  𝑥 ∈ 𝐴. 

Sin embargo, no siempre 𝐴 ⊆ 𝐴. En efecto, en el ejemplo anterior 

se tiene que  0 ∈ 𝐴 y  0 ∉ 𝐴. 

 

2) 𝐴 ⊆ 𝐵 entonces 𝐴 ⊆ 𝐵. 

Sea 𝑥 ∈ 𝐴. Entonces, existe una sucesión (𝑥𝑛)  de puntos de 𝐴 tal 

que 𝑥𝑛
 𝑛→∞  
→    𝑥. Como 𝐴 ⊆ 𝐵 entonces, existe una sucesión (𝑥𝑛) ⊆ 𝐵  

tal que 𝑥𝑛
 𝑛→∞  
→    𝑥. En consecuencia, 𝑥 ∈ 𝐵. Luego, 𝐴 ⊆ 𝐵. 
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3) ∅ = ∅. 

Se supone, por absurdo, que ∅ ≠ ∅. Entonces, existe 𝑥 ∈ ∅, de 

donde, dado 𝜀 > 0, 𝐵(𝑥, 𝜀) ∩ ∅ ≠ ∅, lo cual es absurdo. Luego,  ∅ = ∅. 

 

4) 𝐸 = 𝐸. 

Por la propiedad 1, 𝐸 ⊆ 𝐸  y, por la definición de clausura, 𝐸 ⊆ 𝐸, 

de donde,  𝐸 = 𝐸. 
 

5) {𝑥} = {𝑥}, para todo 𝑥 ∈ 𝐸. 

Por la propiedad 1,  {𝑥} ⊆ {𝑥}. Luego, resta probar que  {𝑥} ⊆ {𝑥}.  

Sea 𝑝 ∈ {𝑥}. Entonces, existe una sucesión  (𝑥𝑛) ⊆ {𝑥} tal que 

𝑥𝑛
 𝑛→∞ 
→   𝑝, de donde, 𝑥𝑛 = 𝑥 para todo 𝑛 ∈ ℕ, tal que 𝑥𝑛

 𝑛→∞ 
→   𝑝.  

Por lo tanto, 𝑥𝑛
 𝑛→∞ 
→   𝑥 tal que 𝑥𝑛

 𝑛→∞ 
→   𝑝. Luego, por unicidad del 

límite de una sucesión, 𝑝 = 𝑥, de donde, 𝑝 ∈ {𝑥}. Por consiguiente, 

{𝑥} ⊆ {𝑥}. 
 

6) 𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐴 ∩ 𝐵 

Como 𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐴  y  𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐵, por la propiedad 2, resulta 

𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐴 y 𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐵. Luego, 𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐴 ∩ 𝐵. 

 

7) ⋂ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ⊆ ⋂ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 , cualquiera sea el conjunto de índices 𝐼. 

Para cada 𝑗 ∈ 𝐼, ⋂ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ⊆ 𝐴𝑗, de donde, para cada 𝑗 ∈ 𝐼, por la 

propiedad 2,     ⋂ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ⊆ 𝐴𝑗 y, por lo tanto, ⋂ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ⊆ ⋂ 𝐴𝑗𝑗∈𝐼 . Susti-

tuyendo 𝑗 por 𝑖, ⋂ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ⊆ ⋂ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 . 

 

8) 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐴 ∪ 𝐵. 

Como 𝐴 ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵 y 𝐵 ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵, por la propiedad 2, resulta 

𝐴 ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵 y 𝐵 ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵, entonces  𝐴 ∪ 𝐵 ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵.   

Por otro lado, sea 𝑥 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵. Entonces, existe una sucesión  
(𝑥𝑛) ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵  tal que 𝑥𝑛

 𝑛→∞  
→    𝑥, de donde, existe                          

𝑛1 < 𝑛2 < ⋯ < 𝑛𝑘 < ⋯ tal que para todo 𝑘 ∈ ℕ,  𝑥𝑛𝑘 ∈ 𝐴 o bien  
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𝑥𝑛𝑘 ∈ 𝐵 y lim𝑘→∞ 𝑥𝑛𝑘 = 𝑥 pues (𝑥𝑛𝑘) es una subsucesión de (𝑥𝑛). 

Entonces, en el primer caso 𝑥 ∈ 𝐴 o bien, en el segundo 𝑥 ∈ 𝐵. Luego, 

𝑥 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵. 

 

9) ⋃ 𝐴𝑖 ⊆ ⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼𝑖∈𝐼 , cualquiera sea el conjunto de índices 𝐼. 

Para cada 𝑗 ∈ 𝐼, 𝐴𝑗 ⊆ ⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 , entonces, por la propiedad 2, para 

cada 𝑗 ∈ 𝐼,  𝐴𝑗 ⊆ ⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼   y, por lo tanto, ⋃ 𝐴𝑗 ⊆ ⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼𝑗∈𝐼 . Sustitu-

yendo 𝑗 por 𝑖, ⋃ 𝐴𝑖 ⊆ ⋃ 𝐴𝑖.𝑖∈𝐼𝑖∈𝐼  

 

La demostración de las siguientes propiedades se dejan como ejer-

cicio para el lector (ejercicios 2-e) y 2-f)) 

 

10) 𝐴 − 𝐵 ⊆ 𝐴 − 𝐵  

 

11) 𝐴 = 𝐴 

 

 

3.3. Puntos de acumulación y puntos aislados 

 

Definición. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y 𝐴 un subconjunto de 

𝐸. Se dice que 𝑥 ∈ 𝐸 es un punto de acumulación de 𝐴 si existe una 

sucesión (𝑥𝑛) de términos distintos dos a dos en 𝐴, es decir, existe 
(𝑥𝑛) ⊆ 𝐴 con 𝑥𝑖 ≠ 𝑥𝑗 si 𝑖 ≠ 𝑗 tal que  𝑥𝑛

 𝑛→∞  
→    𝑥. 

 

Definición. Sean (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y 𝐴 un subconjunto de 

𝐸. El conjunto de todos los puntos de acumulación de 𝐴 se llama el 

derivado de 𝐴, y se designa 𝐴′ o 𝐴𝑑. 

 

Definición.  Sean (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y 𝐴 un subconjunto 

de 𝐸. Un punto 𝑥 ∈ 𝐴  que no es punto de acumulación de 𝐴 se dice 

punto aislado. 

 

Ejemplos 

1) Sea (ℝ, | |) y sea 𝐴 = {1,
1

2
, ⋯ ,

1

𝑛
, ⋯ } ⊆  ℝ. 



María Eva ASCHERI · Marisa REID 

64 | 
 

El único punto de acumulación de 𝐴 es el punto 0. En efecto, 

0 ∈ 𝐴′ pues existe (𝑥𝑛) = (
1

𝑛
) ⊆ 𝐴 con 

1

𝑖
≠
1

𝑗
 si 𝑖 ≠ 𝑗 tal que                

1

𝑛  𝑛→∞ 
→   0. Todos los puntos de 𝐴 son aislados, por lo tanto,  𝐴′ = {0}. 

 

2) Sea (ℝ, 𝑑𝑇). Entonces, todos los puntos de ℝ son puntos aisla-

dos. 

La pregunta que surge es: ¿cuáles son las únicas sucesiones con-

vergentes en (ℝ, 𝑑𝑇)? 

Sea (𝑥𝑛) ⊆  ℝ tal que 𝑥𝑛
 𝑛→∞
→   𝑥. Entonces, para cada 𝜀 > 0 existe 

𝑛0(𝜀) ∈ ℕ tal que para 𝑛 > 𝑛0(𝜀) es 𝑑𝑇(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀. Como esto es vá-

lido para todo 𝜀 > 0, se toma 𝜀 =
1

2
. Entonces, 𝑑𝑇(𝑥𝑛 , 𝑥) <

1

2
  para 

todo 𝑛 > 𝑛0(𝜀), es decir,  𝑑𝑇(𝑥𝑛, 𝑥) = 0 para todo 𝑛 > 𝑛0(𝜀), luego, 

𝑥𝑛 =  𝑥 para todo 𝑛 > 𝑛0(𝜀).  
Luego, las únicas sucesiones convergentes en (ℝ, 𝑑𝑇) son las que 

tienen la cola constante. Por lo tanto,  ℝ′ = ∅. 

 

Teorema 2. En un espacio métrico (𝐸, 𝑑), sea 𝐴 ⊆ 𝐸. 

𝑥 ∈ 𝐴′ si y solo si para cada 𝜀 > 0 es  (𝐵(𝑥, 𝜀) − {𝑥})  ∩  𝐴 ≠ ∅. 

Demostración. Sea 𝜀 > 0 y sea 𝑥 ∈ 𝐴′. Entonces, existe una  suce-

sión (𝑥𝑛) de elementos de 𝐴 distintos dos a dos, tal que 𝑥𝑛
 𝑛→∞
→   𝑥. Es-

to es, existe 𝑛0(𝜀) ∈ ℕ tal que para todo 𝑛 > 𝑛0(𝜀) es 𝑥𝑛 ∈ 𝐵(𝑥, 𝜀).  
Como (𝑥𝑛) es una sucesión de puntos de 𝐴 distintos, es claro que 

entonces debe ser para todo  𝑛 > 𝑛0(𝜀) 𝑥𝑛 ∈ 𝐵(𝑥, 𝜀) y 𝑥𝑛 ≠ 𝑥, es de-

cir, para   𝑛 > 𝑛0(𝜀) se tiene  𝑥𝑛 ∈ 𝐵(𝑥, 𝜀) − {𝑥}. Pues en caso contra-

rio, habría infinitos términos de la sucesión (𝑥𝑛) iguales a 𝑥, en con-

tradicción con 𝑥𝑖 ≠ 𝑥𝑗 si 𝑖 ≠ 𝑗. Supóngase que para un  𝑛 > 𝑛0, diga-

mos 𝑛1, se tiene 𝑥𝑛1 = 𝑥. Entonces, para todo 𝑛 > 𝑛1 debe ser 𝑥𝑛 ≠ 𝑥, 

pues si existiera un   𝑛 > 𝑛1, digamos 𝑛2, para el cual 𝑥𝑛2 = 𝑥, enton-

ces se tendría que 𝑥𝑛1 = 𝑥 = 𝑥𝑛2 con 𝑛2 > 𝑛1, en contradicción con 

que los términos de la sucesión  (𝑥𝑛) son distintos dos a dos.  

Luego, (𝐵(𝑥, 𝜀) − {𝑥}) ∩  𝐴 ≠ ∅. 

Recíprocamente, sea 𝜀 =
1

𝑛
, 𝑛 ∈ ℕ. Entonces, por hipótesis,                          

(𝐵(𝑥, 1) − {𝑥}) ∩ 𝐴 ≠ ∅. Luego, existe 𝑥1 ∈ (𝐵(𝑥, 1) − {𝑥}) ∩  𝐴; 

esto es, 𝑥1 ∈ 𝐵(𝑥, 1),   𝑥1 ≠ 𝑥 y 𝑥1 ∈ 𝐴. 
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Se toma 

𝛿2 = 𝑚𝑖𝑛 {
1

2
, 𝑑(𝑥, 𝑥1)}. 

Como, por hipótesis, (𝐵(𝑥, 𝛿2) − {𝑥}) ∩  𝐴 ≠ ∅,     entonces existe                             

𝑥2 ∈ (𝐵(𝑥, 𝛿2) − {𝑥}) ∩  𝐴; esto es,  𝑥2 ∈ 𝐵(𝑥, 𝛿2),  𝑥2 ≠ 𝑥  y  𝑥2 ∈ 𝐴. 

Además, 𝑥2 ≠ 𝑥1. Pues si 𝑥2 = 𝑥1, entonces de la desigualdad 

triangular resulta 

𝑑(𝑥, 𝑥1) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑥2) + 𝑑(𝑥2, 𝑥1) < 𝛿2 

que contradice la definición de 𝛿2. 
Repitiendo este procedimiento, se toma 

𝛿𝑛 = 𝑚𝑖𝑛 {
1

𝑛
, 𝑑(𝑥, 𝑥𝑛−1)} 

y entonces  

𝑥𝑛 ∈ 𝐵(𝑥, 𝛿𝑛), 𝑥𝑛 ≠ 𝑥,   𝑥𝑛 ∈ 𝐴  y  𝑥𝑛 ≠ 𝑥𝑘, 𝑘 = 1,⋯ , 𝑛 − 1. 

Se continúa con este procedimiento quedando así construida una 

sucesión (𝑥𝑛) de puntos de 𝐴 con 𝑥𝑖 ≠ 𝑥𝑗 si 𝑖 ≠ 𝑗 y 𝑥𝑛 ∈ 𝐵(𝑥, 𝛿𝑛) para 

todo 𝑛 ∈ ℕ. 

Además, por la propiedad arquimedeana, para cada 𝜀 > 0 existe 

𝑛0 ∈ ℕ tal que 
1

𝑛0
< 𝜀. Luego, para todo 𝑛 > 𝑛0 se tiene 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥 ) < 𝛿𝑛 ≤
1

𝑛
<
1

𝑛0
< 𝜀 

de donde, 𝑥𝑛
 𝑛→∞
→   𝑥. 

 

Observación  

Sean (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y 𝐴 un subconjunto de 𝐸.  𝑥 ∈ 𝐴′ si 

y solo si para cada 𝜀 > 0  𝐵(𝑥, 𝜀)  ∩  𝐴 ≠ {𝑥} y 𝐵(𝑥, 𝜀) ∩  𝐴 ≠ ∅. 

La demostración es inmediata. De aquí se deduce el siguiente teo-

rema. 

 

Teorema 3. En un espacio métrico (𝐸, 𝑑), sea 𝐴 un subconjunto 

de 𝐸. Un punto 𝑥 ∈ 𝐴 es punto aislado de 𝐴 si y solo si existe 𝜀 > 0 tal 

que 𝐵(𝑥, 𝜀)  ∩  𝐴 = {𝑥}. 
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Demostración. Por definición, un punto 𝑥 ∈ 𝐴 es punto aislado de 

𝐴 si y solo si 𝑥 ∉ 𝐴′ y por la observación anterior, existe  𝜀 > 0 tal que 

𝐵(𝑥, 𝜀) ∩ 𝐴 = {𝑥}. 
 

Teorema 4. Sean un espacio métrico (𝐸, 𝑑) y 𝐴 ⊆ 𝐸. Si 𝑥 es pun-

to de acumulación de 𝐴, entonces toda bola centrada en 𝑥 contiene 

infinitos puntos de 𝐴.   

Demostración. Supóngase que existe una bola centrada en 𝑥 y ra-

dio 𝑟 > 0 que contiene solo un número finito de puntos de 𝐴 distintos 

de 𝑥. 

Entonces 

(𝐵(𝑥, 𝑟) − {𝑥})  ∩  𝐴 =  {𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛} 

Se toma 

𝜀 = min
1≤𝑖≤𝑛

{𝑑(𝑥, 𝑥𝑖)} 

Entonces, 𝐵(𝑥, 𝜀) será una bola centrada en 𝑥 que no contendrá 

ninguno de los puntos 𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛 y tampoco contiene a ningún punto 

de 𝐴 distinto de 𝑥, entonces 

(𝐵(𝑥, 𝜀) − {𝑥})  ∩  𝐴 = ∅. 

Esta conclusión contradice que 𝑥 sea un punto de acumulación de 𝐴. 

 

Corolario. Todo conjunto con un número finito de puntos no tiene 

puntos de acumulación. 

 

Observación 
Que un conjunto tenga infinitos puntos no implica necesariamente 

que posea puntos de acumulación.  

Por ejemplo, sea (ℝ, | |) y se considera ℕ como subconjunto de 

ℝ. ℕ es un conjunto infinito pero carece de puntos de acumulación. 

Esto es, ℕ′ = ∅. 

 

Propiedades del conjunto derivado 
 

Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y sean 𝐴 y 𝐵 subconjuntos de 𝐸. En-

tonces, son válidas las siguientes propiedades: 

 

1) Si 𝐴 ⊆ 𝐵 entonces 𝐴′ ⊆ 𝐵′.  
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Sea 𝑥 ∈  𝐴′. Entonces, existe una sucesión (𝑥𝑛) de términos distin-

tos dos a dos en 𝐴, tal que 𝑥𝑛
 𝑛→∞ 
→   𝑥. Como, por hipótesis, 𝐴 ⊆ 𝐵 en-

tonces existe una sucesión (𝑥𝑛) ⊆ 𝐵 con 𝑥𝑖 ≠ 𝑥𝑗 si 𝑖 ≠ 𝑗  tal que 

𝑥𝑛
 𝑛→∞ 
→   𝑥, de donde, 𝑥 ∈  𝐵′. 

 

2) (𝐴 ∪  𝐵)′ =  𝐴′ ∪ 𝐵′. 

Como 𝐴 ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵 y 𝐵 ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵,  aplicando la propiedad 1, se ob-

tiene que 𝐴′ ⊆ (𝐴 ∪  𝐵)′ y  𝐵′ ⊆ (𝐴 ∪  𝐵)′, es decir,                       

𝐴′ ∪ 𝐵′ ⊆ (𝐴 ∪  𝐵)′. 
Para la inclusión opuesta, si 𝑥 ∈ (𝐴 ∪  𝐵)′ entonces existe una su-

cesión  (𝑥𝑛) ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵 con 𝑥𝑖 ≠ 𝑥𝑗 si  𝑖 ≠ 𝑗 tal que 𝑥𝑛
 𝑛→∞  
→    𝑥. Luego, 

existe  𝑛1 < 𝑛2 <  ⋯ < 𝑛𝑘 < ⋯ tal que para todo 𝑘 ∈ ℕ,  𝑥𝑛𝑘 ∈ 𝐴 o 

bien  𝑥𝑛𝑘 ∈ 𝐵, y  lim𝑘→∞ 𝑥𝑛𝑘 = 𝑥 pues (𝑥𝑛𝑘) es una subsucesión de 

(𝑥𝑛).  Entonces, en el primer caso 𝑥 ∈ 𝐴′ o bien, en el segundo 𝑥 ∈ 𝐵′. 
Luego, 𝑥 ∈ 𝐴′ ∪ 𝐵′, por lo tanto, (𝐴 ∪  𝐵)′ ⊆  𝐴′ ∪ 𝐵′.  

Se concluye que (𝐴 ∪  𝐵)′ = 𝐴′ ∪ 𝐵′. 
 

3) ⋃ 𝐴𝑖
′  ⊆𝑖∈𝐼 (⋃ 𝐴𝑖  𝑖∈𝐼 )′, cualquiera sea el conjunto de índices 𝐼. 

Se deja la demostración como ejercicio (ejercicio 2-a)) 

 

4) (𝐴 ∩  𝐵)′  ⊆  𝐴′  ∩ 𝐵′. 

Como 𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐴 y 𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐵, por la propiedad 1,                 
(𝐴 ∩  𝐵)′ ⊆ 𝐴′ y  (𝐴 ∩  𝐵)′ ⊆ 𝐵′. Luego,  (𝐴 ∩  𝐵)′ ⊆ 𝐴′ ∩ 𝐵′. 

 

5) (⋂ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 )′ ⊆ ⋂ 𝐴𝑖
′

𝑖∈𝐼 , cualquiera sea el conjunto de índices 𝐼. 

Se deja la demostración como ejercicio (ejercicio 2-b)) 

 

6) 𝐴 = 𝐴 ∪ 𝐴′. 

Si 𝑥 ∈  𝐴, entonces para todo 𝜀 > 0 𝐵(𝑥, 𝜀) ∩  𝐴 ≠ ∅, es decir, ca-

da bola abierta de centro 𝑥 interseca a 𝐴 en un punto, digamos  𝑦. 

Puede suceder que  𝑦 = 𝑥, entonces como 𝑥 ∈  𝐴, sigue que 

𝑥 ∈  𝐴 ∪ 𝐴′. 
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O bien que  𝑦 ≠ 𝑥, entonces 𝑦 ∈ (𝐵(𝑥, 𝜀) − {𝑥}) ∩  𝐴 para cual-

quier  𝜀 > 0 y en este caso,(𝐵(𝑥, 𝜀) − {𝑥}) ∩  𝐴 ≠ ∅ para cualquier 

𝜀 > 0. Luego, 𝑥 ∈ 𝐴′ pero entonces 𝑥 ∈ 𝐴 ∪ 𝐴′. 
En todo caso,  𝑥 ∈  𝐴 ∪ 𝐴′. 
Nótese que también se verifica la inclusión opuesta. En efecto, su-

póngase que  𝑥 ∈  𝐴 ∪ 𝐴′, entonces 𝑥 ∈  𝐴 o  𝑥 ∈ 𝐴′. 

Si 𝑥 ∈  𝐴, es claro que  𝑥 ∈  𝐴. 

Si 𝑥 ∈ 𝐴′, entonces para todo 𝜀 > 0 (𝐵(𝑥, 𝜀) − {𝑥}) ∩  𝐴 ≠ ∅. Pe-

ro como cualquiera sea 𝜀 > 0  𝐵(𝑥, 𝜀) − {𝑥} ⊆ 𝐵(𝑥, 𝜀),  se tiene que 

𝐵(𝑥, 𝜀) ∩  𝐴 ≠ ∅ para todo 𝜀 > 0 y se puede concluir que 𝑥 ∈  𝐴. 

Como se tienen ambas inclusiones, se sigue que  𝐴 = 𝐴 ∪ 𝐴′. 
 

7) 𝐴′ ⊆ 𝐴. 

Consecuencia inmediata de la propiedad 6. 

 

8) 𝐴′ = 𝐴′. 

Por propiedad de clausura se sabe que 𝐴′ ⊆ 𝐴′. Luego, solo resta 

probar que 𝐴′ ⊆ 𝐴′.  

Sea 𝑥 ∈ 𝐴′.  Entonces, para cada  𝜀 > 0  𝐵(𝑥, 𝜀)  ∩ 𝐴′ ≠ ∅, de 

donde para todo 𝜀 > 0 existe 𝑦 ∈  𝐵(𝑥, 𝜀)  ∩ 𝐴′, es decir, 𝑦 ∈  𝐵(𝑥, 𝜀) 
y  𝑦 ∈ 𝐴′. 

Si 𝑦 = 𝑥 entonces   𝑥 ∈ 𝐴′.  
Supóngase entonces que 𝑦 ≠ 𝑥. Como 𝑦 ∈ 𝐴′ entonces, por la 

propiedad 7,  𝑦 ∈ 𝐴. Luego, para todo 𝛿 > 0 𝐵(𝑦, 𝛿)  ∩ 𝐴 ≠ ∅.  Como 

esta afirmación es válida para todo 𝛿 > 0, en particular es cierta para  

𝛿 = 𝑚𝑖𝑛{𝑑(𝑥, 𝑦), 𝜀 − 𝑑(𝑥, 𝑦)}. 

De donde 𝐵(𝑦, 𝛿) ⊆ 𝐵(𝑥, 𝜀) y  𝑥 ∉ 𝐵(𝑦, 𝛿) (ver nota).  

Por lo tanto, 𝐵(𝑦, 𝛿) ⊆ 𝐵(𝑥, 𝜀) − {𝑥}, entonces               
(𝐵(𝑥, 𝜀) − {𝑥}) ∩ 𝐴 ≠ ∅ cualquiera sea 𝜀 > 0 . En definitiva 𝑥 ∈ 𝐴′. 

 

Nota. Si 𝛿 = 𝑚𝑖𝑛{𝑑(𝑥, 𝑦), 𝜀 − 𝑑(𝑥, 𝑦)} entonces             

𝐵(𝑦, 𝛿) ⊆ 𝐵(𝑥, 𝜀) 

Sea 𝑧 ∈ 𝐵(𝑦, 𝛿). Entonces 𝑑(𝑧, 𝑦) < 𝛿. Luego, usando la de-

sigualdad triangular 
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𝑑(𝑧, 𝑥) ≤ 𝑑(𝑧, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑥) < 𝛿 + 𝑑(𝑦, 𝑥) ≤ 𝜀 − 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑥) =

= ε 

de donde resulta que 𝑧 ∈ 𝐵(𝑥, 𝜀). Por lo tanto,  𝐵(𝑦, 𝛿) ⊆ 𝐵(𝑥, 𝜀). 
Además, de la definición de 𝛿 resulta que 𝑥 ∉ 𝐵(𝑦, 𝛿).  

 
9) 𝐴′′ ⊆ 𝐴′. 

Por la propiedad 7,  𝐴′′ ⊆ 𝐴′ y, usando la propiedad 8, resulta que  

𝐴′′ ⊆ 𝐴′. 
 

A continuación, se estudiarán diversos tipos de conjuntos común-

mente denominados subconjuntos notables en los espacios métricos. 

 

 

3.4. Conjuntos abiertos y conjuntos cerrados 

 

Definición. Un conjunto 𝐴 ⊆ 𝐸 se dice cerrado en un espacio mé-

trico (𝐸, 𝑑) o simplemente cerrado si satisface que 𝐴 = 𝐴. 

 

Observaciones  

1. Teniendo en cuenta que siempre se verifica que 𝐴 ⊆ 𝐴, la defi-

nición anterior puede reformularse como sigue: 

Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico. 𝐴 ⊆ 𝐸 es un cerrado en 𝐸 si y solo 

si  𝐴 ⊆ 𝐴. 

 

2. También es posible caracterizar a los cerrados por medio de sus 

puntos clausura: 

Un conjunto 𝐴 ⊆ 𝐸 es cerrado si y solo si contiene a todos sus 

puntos clausura. 

 

3. Otra caracterización muy interesante es: 

Un conjunto 𝐴 ⊆ 𝐸 es cerrado si y solo si cualquier sucesión con-

vergente de puntos de 𝐴 tiene su límite en 𝐴. 

 

Definición. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico. Un conjunto 𝐴 ⊆ 𝐸 se 

dice abierto en 𝐸 o simplemente abierto si su complemento, ∁𝐸𝐴, es un 
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conjunto cerrado, es decir, si  ∁𝐸𝐴 = ∁𝐸𝐴 y esto es equivalente a decir 

que  𝐴 = ∁𝐸∁𝐸𝐴 =⏟
𝑁𝑜𝑡𝑎𝑐𝑖ó𝑛

∁∁𝐴. 

 

Ejemplos  

1) En un espacio métrico (𝐸, 𝑑) se verifica que: 

 ∅ y 𝐸 son conjuntos cerrados. 

En efecto, ∅ = ∅ y 𝐸 = 𝐸. 

 ∅ y 𝐸 son conjuntos abiertos. 

En efecto, ∁∅ = 𝐸 que es un cerrado y ∁𝐸 = ∅  que es un cerrado. 

 

2) En cualquier espacio métrico (𝐸, 𝑑), para todo 𝐴 ⊆ 𝐸, 𝐴 y 𝐴′ 
son conjuntos cerrados. 

En efecto, 𝐴 = 𝐴  y  𝐴′ = 𝐴′. 

 

3) En (ℝ, | |), todo intervalo cerrado [𝑎, 𝑏] es un conjunto cerra-

do. 

Se prueba que [𝑎, 𝑏]  ⊆ [𝑎, 𝑏].  

Supóngase que 𝑥 ∉ [𝑎, 𝑏], entonces 𝑥 < 𝑎  ó  𝑥 > 𝑏. 

Se considera el primer caso 𝑥 < 𝑎. Se toma 𝜀 =
|𝑎−𝑥|

2
. Luego, exis-

te  𝜀 > 0 tal que (𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀) ∩ [𝑎, 𝑏] = ∅, de donde, 𝑥 ∉ [𝑎, 𝑏].  
De manera análoga se trata el caso 𝑥 > 𝑏. 

 

4) En (ℝ, | |), todo intervalo abierto (𝑎, 𝑏) es un conjunto abierto. 

Se muestra que el complemento del intervalo (𝑎, 𝑏)  es un cerrado, 

es decir que 

∁(𝑎, 𝑏) ⊆ ∁(𝑎, 𝑏). 

Supóngase que 𝑥 ∉ ∁(𝑎, 𝑏), entonces  𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏). Si se toma 

𝜀 = 𝑚𝑖𝑛 {
|𝑥 − 𝑎|

2
,
|𝑏 − 𝑥|

2
} 

resulta que 
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(𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀) ⊆ (𝑎, 𝑏). 

Luego, existe 𝜀 > 0 tal que 

(𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀) ∩ ∁(𝑎, 𝑏) = ∅. 

Por lo tanto, 𝑥 ∉ ∁(𝑎, 𝑏). 
 

Teorema 5. La unión de dos conjuntos cerrados en un espacio mé-

trico (𝐸, 𝑑) es un conjunto cerrado. 

Demostración. Sean 𝐴 y 𝐵 conjuntos cerrados en (𝐸, 𝑑). Entonces, 

𝐴 = 𝐴 y 𝐵 = 𝐵. Como, por la propiedad 8 de clausura, 

𝐴 ∪ 𝐵 =  𝐴 ∪ 𝐵 

entonces  𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐴 ∪ 𝐵, de donde, 𝐴 ∪ 𝐵 es un conjunto cerrado. 

 

Corolario. La unión de un número finito de conjuntos cerrados es 

un conjunto cerrado. 

El lector puede demostrarlo por inducción respecto al número de 

conjuntos cerrados n aplicando el resultado que se acaba de obtener 

para 2n . 

 

Observación  
La unión arbitraria de conjuntos cerrados no es, necesariamente, 

un conjunto cerrado. Por ejemplo, en (ℝ, | |) se considera la familia 

de subconjuntos de ℝ, 𝐹𝑛 = {
1

𝑛
 }
𝑛∈ℕ
 . 

Cada 𝐹𝑛, 𝑛 ∈ ℕ, es un conjunto cerrado, de donde 𝐹𝑛 = 𝐹𝑛, para 

todo 𝑛 ∈ ℕ y entonces 

⋃𝐹𝑛
𝑛∈ℕ

=⋃𝐹𝑛
𝑛∈ℕ

= {
1

𝑛
∶ 𝑛 ∈ ℕ} 

Por otro lado, como 

⋃𝐹𝑛
𝑛∈ℕ

= {
1

𝑛
∶ 𝑛 ∈ ℕ} = {0} ∪ {

1

𝑛
∶ 𝑛 ∈ ℕ} 

y 
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0 ∉⋃𝐹𝑛
𝑛∈ℕ

 

se concluye que ⋃ 𝐹𝑛𝑛∈ℕ  no es un conjunto cerrado. 

 

Teorema 6. En cualquier espacio métrico, la intersección de un 

número arbitrario de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado. 

Demostración. Sea {𝐹𝑖}𝑖∈𝐼  una familia cualquiera de subconjuntos 

cerrados de (𝐸, 𝑑).  

Para cada 𝑖 ∈ 𝐼, 𝐹𝑖 = 𝐹𝑖  y, usando la propiedad 7 de clausura, re-

sulta que 

⋂𝐹𝑖
𝑖∈𝐼

⊆⋂𝐹𝑖  = ⋂𝐹𝑖
𝑖∈𝐼𝑖∈𝐼

 

y como la inclusión opuesta siempre se verifica, se concluye que 

⋂ 𝐹𝑖𝑖∈𝐼 = ⋂ 𝐹𝑖𝑖∈𝐼 . 

 

Teorema 7. En un espacio métrico (𝐸, 𝑑), la unión de un número 

arbitrario de conjuntos abiertos es un conjunto abierto. 

Demostración. Sea {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼  una familia arbitraria de conjuntos 

abiertos de (𝐸, 𝑑).  Por hipótesis, para cada 𝑖 ∈ 𝐼,  ∁𝐴𝑖 es un cerrado. 

Por las leyes de De Morgan (ver Ascheri y Reid, 2008, capítulo 1), se 

tiene que ∁(⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ) = ⋂ ∁𝐴𝑖𝑖∈𝐼 , siendo este último un conjunto cerra-

do según se demostró en el teorema 6, ya que cada ∁𝐴𝑖 es un conjunto 

cerrado. Luego, ⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼  es un conjunto abierto pues su complemento es 

cerrado. 

 

Teorema 8. En un espacio métrico (𝐸, 𝑑), la intersección de un 

número finito de conjuntos abiertos  es un conjunto abierto. 

Demostración. Sean 𝐴1, 𝐴2 ,⋯ , 𝐴𝑛 conjuntos abiertos de (𝐸, 𝑑). 
Para cada 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛, ∁𝐴𝑖 es un conjunto cerrado por ser cada 𝐴𝑖 un 

conjunto abierto.  Como  

∁(⋂𝐴𝑖

𝑛

𝑖=1

) =⋃∁𝐴𝑖

𝑛

𝑖=1
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entonces, por el corolario del teorema 5, ⋃ ∁𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1  es cerrado, de donde,  

∁(⋂ 𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1 ) es cerrado y, por lo tanto, ⋂ 𝐴𝑖

𝑛
𝑖=1  es abierto. 

 

Observación 
La intersección de un número infinito de conjuntos abiertos no 

siempre es un conjunto abierto. 

Por ejemplo, en  (ℝ, | |)  se consideran los siguientes subconjun-

tos abiertos de  ℝ,  𝐺𝑛 = (−
1

𝑛
,
1

𝑛
)  para cada 𝑛 ∈ ℕ. Luego, 

⋂ 𝐺𝑛 = 𝑛∈ℕ ⋂ (−
1

𝑛
,
1

𝑛
) =  {0}𝑛∈ℕ   (ver nota). 

De aquí se deduce que ⋂ 𝐺𝑛 𝑛∈ℕ  es un conjunto cerrado de ℝ. 

 

Nota 

⋂(−
1

𝑛
,
1

𝑛
) =  {0}

𝑛∈ℕ

 

Supóngase que 𝑥 ∉ {0}, entonces 𝑥 ≠ 0, de donde, |𝑥| > 0. Por la 

propiedad arquimedeana, existe 𝑛0 ∈ ℕ tal que 
1

𝑛0
< |𝑥|, de donde, 

existe 𝑛0 ∈ ℕ tal que 𝑥 >
1

𝑛0
  ó 𝑥 < −

1

𝑛0
 y, por lo tanto, existe 𝑛0 ∈ ℕ 

tal que 𝑥 ∉ (−
1

𝑛0
,
1

𝑛0
), pero esto significa que  𝑥 ∉ ⋂ (−

1

𝑛
,
1

𝑛
)𝑛∈ℕ . De 

este modo, se ha probado que  

⋂ (−
1

𝑛
,
1

𝑛
)𝑛∈ℕ ⊆ {0}. 

Recíprocamente, sea 𝑥 ∈ {0}, entonces 𝑥 = 0. De donde,            

𝑥 ∈ (−
1

𝑛
,
1

𝑛
)   para todo 𝑛 ∈ ℕ, luego 𝑥 ∈ ⋂ (−

1

𝑛
,
1

𝑛
)𝑛∈ℕ . Por lo tanto, 

{0} ⊆ ⋂ (−
1

𝑛
,
1

𝑛
)𝑛∈ℕ . 

 

Observación 
Los teoremas dados anteriormente son un ejemplo del llamado 

Principio de dualidad en topología: “A todo teorema sobre conjuntos 
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cerrados le corresponde, en virtud de las leyes de De Morgan, un teo-

rema sobre conjuntos abiertos”. 

 

 

3.5. Interior de un conjunto. Entorno. Frontera de un conjunto 

 

Definición. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y sea un conjunto 

𝐴 ⊆ 𝐸. Se llama interior del conjunto 𝐴 y se lo nota 𝐼𝑛𝑡(𝐴) o 


A , al 

conjunto  


A= ∁(∁𝐴) 

 

Observaciones 

1. En un espacio métrico (𝐸, 𝑑), sea 𝐴 ⊆ 𝐸. El interior del con-

junto 𝐴 es un conjunto abierto. 

En efecto, por definición de interior, ∁


A= ∁𝐴 y ∁𝐴  es un conjun-

to cerrado, de donde, 


A  es un conjunto abierto. 

 

2. En un espacio métrico (𝐸, 𝑑), para todo conjunto 𝐴 ⊆ 𝐸 se sa-

tisface que 


A⊆ 𝐴. 

En efecto, como  

∁𝐴 ⊆ ∁𝐴 

entonces  ∁∁𝐴 ⊆ ∁∁𝐴 = 𝐴. Luego, 


A⊆ 𝐴. 

 

3. Sean (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y 𝐴 ⊆ 𝐸. Analizando la defini-

ción de interior de un conjunto 𝐴 se puede concluir que: 

 Sea  𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥 ∈


A  si y solo si existe 𝜀 > 0 tal que 𝐵(𝑥, 𝜀) ⊆ 𝐴. 

En efecto, supóngase que 𝑥 ∈


A  , entonces 𝑥 ∉ ∁𝐴, que es equiva-

lente a decir que  

𝐵(𝑥, 𝜀) ∩ ∁𝐴 = ∅  para algún 𝜀 > 0. 

Y esto implica que existe  𝜀 > 0 tal que 𝐵(𝑥, 𝜀) ⊆ 𝐴. 
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4. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y 𝐴 ⊆ 𝐸. Los puntos que perte-

necen al interior del conjunto 𝐴 se llaman puntos interiores del conjun-

to 𝐴. 

 

5. En un espacio métrico (𝐸, 𝑑), un conjunto 𝐴 ⊆ 𝐸 es abierto si y 

solo si 𝐴 =


A , o equivalentemente, para todo 𝑎 ∈ 𝐴 existe  𝜀 > 0 tal 

que 𝐵(𝑎, 𝜀) ⊆ 𝐴. 

𝐴 es abierto si y solo si ∁𝐴 es cerrado, es decir, ∁𝐴 = ∁𝐴, que es 

equivalente a decir que 𝐴 = ∁(∁𝐴) = .


A  

Esto que se acaba de demostrar significa que un conjunto 𝐴 es 

abierto si y solo si todos sus puntos son interiores. 

Teniendo entonces presente que siempre se verifica 


A⊆ 𝐴, se 

puede reformular 5 como sigue: 

𝐴 es abierto si y solo si 𝐴 ⊆


A . 

Luego, 𝐴 es abierto si y solo si para todo  𝑎 ∈ 𝐴  existe 𝜀 > 0  tal 

que 𝐵(𝑎, 𝜀) ⊆ 𝐴. 

 

6. Para todo subconjunto 𝐴 de un espacio métrico (𝐸, 𝑑) se verifi-

ca que .




AA   

Por la observación 1, 


A es un conjunto abierto y teniendo en cuen-

ta la observación 5, se puede afirmar que 




.AA   

 

Ejemplos 

1) En  (ℝ, | |),  (𝑎, 𝑏) = [𝑎, 𝑏]∘ 

Sea 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏). Como (𝑎, 𝑏) es un abierto existe 𝜀 > 0 tal que 

(𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀) ⊆ (𝑎, 𝑏) ⊆ [𝑎, 𝑏]  

entonces, (𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀) ⊆ [𝑎, 𝑏]  para algún  𝜀 > 0, de donde, 

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]∘. Por lo tanto, (𝑎, 𝑏) ⊆ [𝑎, 𝑏]∘. 
Recíprocamente, sea 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]∘, entonces existe 𝜀 > 0 tal que  
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(𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀) ⊆ [𝑎, 𝑏], 

de donde, existe 𝜀 > 0 tal que  

𝑎 ≤ 𝑥 − 𝜀 < 𝑥 < 𝑥 + 𝜀 ≤ 𝑏. 

Luego, 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) y se puede concluir que  [𝑎, 𝑏]∘ ⊆ (𝑎, 𝑏). 
 

2) Sea  (ℝ, | |) y sea  𝐴 = {1,
1

2
, ⋯ ,

1

𝑛
, ⋯ } ⊆  ℝ. 

Sea 𝑎 ∈ 𝐴. Para todo 𝜀 > 0, por la propiedad arquimedeana, existe 

𝑛0 ∈ ℕ tal que 
√2

𝑛0
< 𝜀. Luego, existe 𝑛0 ∈ ℕ tal que                        

 𝑎 < 𝑎 +
√2

𝑛0
< 𝑎 + 𝜀, por consiguiente, cualquiera sea 𝜀 > 0,            

𝑎 +
√2

𝑛0
∈ (𝑎 − 𝜀, 𝑎 + 𝜀) para algún 𝑛0 ∈ ℕ  y  𝑎 +

√2

𝑛0
∉ 𝐴. Por lo tanto, 

𝑎 ∉ .


A  Y como esto es válido cualquiera sea  𝑎 ∈ 𝐴, se concluye que  


A= ∅. 

 

Definición. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y sea 𝑥 un punto de 𝐸.  
Un conjunto 𝐴 ⊆ 𝐸 es entorno del punto 𝑥 si 𝑥 es un punto interior a 

𝐴, es decir 𝑥 ∈ .


A  
 

Con mayor generalidad:  

Definición. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y sea 𝐵 un subconjunto 

de 𝐸. Se dice que un conjunto 𝐴 ⊆ 𝐸 es un entorno del conjunto 𝐵 si 

𝐵 ⊆ .


A  
 

Observaciones 

1. En todo espacio métrico (𝐸, 𝑑), cualquier entorno de 𝑥 ∈ 𝐸 

contiene un entorno abierto del punto x;  precisamente su interior. 

Sea un conjunto 𝐴 ⊆ 𝐸 tal que  𝐴 es entorno del punto 𝑥. Entonces 

 𝑥 ∈


A  y como  


A ,




A  entonces 𝑥 ∈




A . Por lo tanto, 



A  es entorno del 

punto 𝑥, 


A  es un conjunto abierto y 


A⊆ 𝐴. 
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2. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico. 𝐴 es un conjunto abierto si y so-

lo si 𝐴 es entorno de cada uno de sus puntos. 

𝐴 es un conjunto abierto si solo si 𝐴 =


A , lo que equivale a decir 

que todo punto de 𝐴 es punto de 


A , que es lo mismo que decir que 𝐴 

es entorno de cada uno de sus puntos. 

 

Ejemplo 

En ℝ con la métrica usual,  como [−2,0]∘ = (−2,0) y               

−1 ∈ (−2,0), entonces [−2,0] es entorno de −1. 

Por otro lado, como [−1,1]∘ = (−1,1) y 1 ∉ (−1,1), se puede 

afirmar que [−1,1] no es entorno de −1. 

 

Definición.  Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y  𝐴 ⊆ 𝐸 un subcon-

junto. Se llama frontera del conjunto 𝐴,  y se lo representa 𝐹𝑟(𝐴), al 

conjunto 

𝐹𝑟(𝐴) =  𝐴 ∩ ∁𝐴. 

 

Observaciones 

1. 𝐹𝑟(𝐴) es un conjunto cerrado por ser intersección de dos con-

juntos cerrados. 

 

2. Como consecuencia de la definición, el siguiente resultado es 

obvio: 

Si (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y  𝐴 ⊆ 𝐸, entonces 𝑥 ∈  𝐹𝑟(𝐴) si y 

solo si para todo  𝜀 > 0, 𝐵(𝑥, 𝜀) ∩ 𝐴 ≠  ∅  y  𝐵(𝑥, 𝑟) ∩ ∁𝐴 ≠  ∅.  
Lo que equivale a decir que un punto 𝑥 ∈ 𝐹𝑟(𝐴) si y solo si toda bola 

abierta con centro en 𝑥 contiene puntos de 𝐴 y de su complemento.  

 

3. Los puntos que pertenecen al conjunto 𝐹𝑟(𝐴) se denominan 

puntos frontera del conjunto 𝐴. Un punto frontera de un conjunto pue-

de pertenecer o no a éste. 

 

En el siguiente ejemplo se ilustran los últimos conceptos y resulta-

dos.  
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Ejemplo 

En  (ℝ, | |), 𝐹𝑟((𝑎, 𝑏))  =  {𝑎, 𝑏}. 

En efecto, por definición, se sabe que 

𝐹𝑟((𝑎, 𝑏))  = (𝑎, 𝑏) ∩ ∁(𝑎, 𝑏) . 

Se puede ver que si 𝑥 ∉ {𝑎, 𝑏}  entonces 𝑥 ∉ (𝑎, 𝑏) ∩ ∁(𝑎, 𝑏) . 
Supóngase que  𝑥 ∉ {𝑎, 𝑏}. Puede ocurrir que 

𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)  ó  𝑥 ∈ ∁[𝑎, 𝑏]. 

Si 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏), como (𝑎, 𝑏)  es un conjunto abierto existe 𝜀 > 0 tal 

que  
(𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀) ⊆ (𝑎, 𝑏). 

Pero entonces 

(𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀) ∩ ∁(𝑎, 𝑏) = ∅  para algún 𝜀 > 0. 

Luego, 𝑥 ∉ ∁(𝑎, 𝑏) . 
En el segundo caso, si 𝑥 ∈ ∁[𝑎, 𝑏] entonces 𝑥 ∉ [𝑎, 𝑏].  
Como (𝑎, 𝑏) ⊆ [𝑎, 𝑏], por propiedad de la clausura,             

(𝑎, 𝑏) ⊆ [𝑎, 𝑏] = [𝑎, 𝑏]. Luego, como 𝑥 ∉ [𝑎, 𝑏] entonces 𝑥 ∉ (𝑎, 𝑏). 

Y por lo tanto, resulta que 𝑥 ∉ (𝑎, 𝑏) ∩ ∁(𝑎, 𝑏). Obteniendo de es-

te modo la inclusión 

𝐹𝑟((𝑎, 𝑏))  ⊆  {𝑎, 𝑏}. 

Por otra parte, resta probar que {𝑎, 𝑏} ⊆ (𝑎, 𝑏) ∩ ∁(𝑎, 𝑏),  
Sea 𝜀 > 0 y se toma  

𝑥1 = 𝑎 + 𝛿, con 𝛿 = 𝑚𝑖𝑛 {
𝜀

2
 ,
𝑏−𝑎

2
}. 

Entonces, 𝑥1 ∈ (𝑎 − 𝜀, 𝑎 + 𝜀)  y  𝑥1 ∈ (𝑎, 𝑏). En efecto, 

𝑎 < 𝑎 + 𝛿 = 𝑥1 ≤ 𝑎 +
𝑏−𝑎

2
=
𝑎+𝑏

2
<
𝑏+𝑏

2
= 𝑏. Luego, 𝑥1 ∈ (𝑎, 𝑏). 

Además, 

|𝑥1 − 𝑎| = |𝑎 + 𝛿 − 𝑎| =  𝛿 ≤
𝜀

2
< 𝜀, 

por consiguiente, 

𝑥1 ∈ (𝑎 − 𝜀, 𝑎 + 𝜀). 
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Para todo 𝜀 > 0, se tiene que 𝑥1 ∈ (𝑎 − 𝜀, 𝑎 + 𝜀) ∩ (𝑎, 𝑏).  

Del mismo modo, tomando 𝑥2 = 𝑎 − 𝛿, con 𝛿 =
𝜀

2
  puede probarse 

que  

𝑥2 ∈ (𝑎 − 𝜀, 𝑎 + 𝜀) ∩ ∁(𝑎, 𝑏) para todo 𝜀 > 0. 

De esto se deduce que dado 𝜀 > 0  

(𝑎 − 𝜀, 𝑎 + 𝜀) ∩ (𝑎, 𝑏) ≠ ∅   y  (𝑎 − 𝜀, 𝑎 + 𝜀) ∩ ∁(𝑎, 𝑏) ≠ ∅. 

Por lo tanto, 𝑎 ∈ (𝑎, 𝑏)  y  𝑎 ∈ ∁(𝑎, 𝑏), es decir, 𝑎 ∈ 𝐹𝑟((𝑎, 𝑏)). 
Análogamente, se comprueba que 𝑏 ∈ 𝐹𝑟((𝑎, 𝑏)). 
 

 

3.6. Conjuntos densos 

 

Definición. En un espacio métrico (𝐸, 𝑑), un conjunto  𝐴 ⊆ 𝐸 se 

dice denso en 𝐸 si 𝐴 = 𝐸. 

 

Observación. Como cualquiera sea 𝐴 subconjunto en un espacio 

métrico (𝐸, 𝑑) es siempre válido que 𝐴 ⊆ 𝐸, entonces también se dice 

que 𝐴 es denso en 𝐸 si 𝐸 ⊆ 𝐴. 

 

Por extensión de la definición anterior se tiene: 

Definición. En un espacio métrico(𝐸, 𝑑), un conjunto 𝐴 ⊆ 𝐸 se 

dice denso con respecto a un conjunto 𝐵 (o también, un conjunto 𝐴 es 

denso en un conjunto 𝐵) si 𝐵 ⊆ 𝐴. 

 

Lema 1. En un espacio métrico (𝐸, 𝑑), si 𝐴 es un subconjunto de 

𝐸 que es denso en 𝐸 y 𝐴 ⊆ 𝐵, entonces 𝐵 es denso en 𝐸. 

Demostración. Por hipótesis, 𝐴 = 𝐸 y 𝐴 ⊆ 𝐵, de donde, por pro-

piedad de la clausura, 𝐴 ⊆ 𝐵 entonces 𝐸 ⊆ 𝐵. Por lo tanto, 𝐵 es denso 

en 𝐸. 

Se caracterizan los conjuntos densos en términos de bolas: La idea 

de que un subconjunto denso rellena a E se pone de manifiesto en el 

resultado siguiente. 
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Teorema 9.  Un subconjunto 𝐴 de un espacio métrico (𝐸, 𝑑) es 

denso en 𝐸 si y solo si para todo 𝜀 > 0 se verifica que 𝐵(𝑥, 𝜀) ∩ 𝐴 ≠ ∅ 

para todo 𝑥 ∈ 𝐸. 

Demostración. Supóngase que 𝐴 ⊆ 𝐸 es denso, es decir, 𝐴 = 𝐸. 

Esto significa que todo punto de 𝐸 es punto clausura de 𝐴. Esto es 

equivalente a decir que  para cada  𝑥 ∈ 𝐸 𝐵(𝑥, 𝜀) ∩ 𝐴 ≠ ∅ cualquiera 

sea 𝜀 > 0. 
 

Ejemplos  

1) En el espacio métrico (𝐸, 𝑑), el conjunto 𝐸 es denso trivialmen-

te. Es el único conjunto cerrado y denso, ya que si 𝐴 fuese denso y 

cerrado, entonces  𝐴 = 𝐴 = 𝐸. 

Pero existen también subconjuntos propios que son densos. El si-

guiente ejemplo comprueba este hecho. 

 

2) Sea ℝ con la métrica usual. Entonces, ℚ es denso en ℝ, es decir 

ℚ =  ℝ. 

Nótese que ℝ ⊆ ℚ . 

Sean 𝑟 ∈  ℝ  y 𝜀 > 0. Se sabe que en  (ℝ, | |),                 
𝐵(𝑟, 𝜀) = (𝑟 − 𝜀, 𝑟 + 𝜀) y como entre dos números reales existe siem-

pre un número racional, entonces existirá 𝑞 ∈ ℚ tal que                    

𝑞 ∈ (𝑟 − 𝜀, 𝑟 + 𝜀). Luego 𝑞 ∈ (𝑟 − 𝜀, 𝑟 + 𝜀) ∩ ℚ cualquiera sea 𝜀 > 0. 

Por lo tanto, para todo 𝜀 > 0  𝐵(𝑟, 𝜀) ∩ ℚ ≠ ∅. Esto que significa que 

𝑟 ∈ ℚ. 

 

 

3.7. Conjuntos densos en sí  

 

Definición. Se dice que un subconjunto 𝐴 de un espacio métrico 

(𝐸, 𝑑) es denso en sí si no tiene puntos aislados, es decir, si todos sus 

puntos son de acumulación. Esto es, si 𝐴 ⊆ 𝐴′.  
 

Ejemplos 

Sea ℝ con la métrica usual. 
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1) Un intervalo cerrado o un intervalo abierto son conjuntos den-

sos en sí porque todos sus puntos son de acumulación. 

 

2) Como todos los puntos del conjunto ℝ son puntos de acumula-

ción, ℝ es denso en sí. 

 

3) El conjunto ℚ de los números racionales es denso en sí, pues 

todos sus puntos son de acumulación. 

 

4) Los conjuntos ℕ y ℤ no son conjuntos densos en sí, porque, 

ninguno de sus puntos son de acumulación.  

 

Teorema 10. En un espacio métrico (𝐸, 𝑑), la clausura de un con-

junto denso en sí es un conjunto denso en sí. 

Demostración. Sea 𝐴 un conjunto denso en sí. Por definición, 

𝐴 ⊆ 𝐴′. Por propiedades de la clausura y del derivado 

𝐴  ⊆  𝐴′ = 𝐴′ 

y por propiedad del conjunto derivado 

𝐴′ ⊆  𝐴′′. 

Como se verifica que 𝐴′ ⊆ 𝐴, entonces  𝐴′′ ⊆ (𝐴)′. Sigue que  

𝐴 ⊆ (𝐴)′. 

 

Teorema 11. La unión de un número arbitrario de conjuntos den-

sos en sí es un conjunto denso en sí. 

Demostración. Sea {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼  una familia arbitraria de conjuntos den-

sos en sí; esto es, 𝐴𝑖 ⊆ 𝐴𝑖
′   para todo 𝑖 ∈ 𝐼. 

De donde, por propiedad del conjunto derivado, 

⋃𝐴𝑖
𝑖∈𝐼

⊆⋃𝐴𝑖
′

𝑖∈𝐼

⊆ (⋃𝐴𝑖
𝑖∈𝐼

)

′

 

y se obtiene el resultado deseado. 
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3.8. Conjunto perfecto  

 

Definición. Un conjunto 𝐴 de un espacio métrico (𝐸, 𝑑) se dice 

perfecto si 𝐴 es un conjunto denso en sí y cerrado.  

 

Observación 

𝐴 es un conjunto perfecto si y solo si 𝐴 =  𝐴′. 

En efecto, supóngase que 𝐴 es un conjunto perfecto. Entonces, 

𝐴 = 𝐴  y  𝐴 ⊆ 𝐴′. 

Como 𝐴′ ⊆ 𝐴 = 𝐴,  entonces 𝐴′ ⊆ 𝐴. De donde, usando la hipóte-

sis, sigue que 𝐴 =  𝐴′. 
Por otro lado, si 𝐴 =  𝐴′, en particular, 𝐴 ⊆ 𝐴′, o sea, 𝐴 es denso 

en sí. Además, como 𝐴 = 𝐴 ∪ 𝐴′ = 𝐴 ∪ 𝐴 = 𝐴, entonces 𝐴 es cerrado. 

Por lo tanto, 𝐴 es un conjunto perfecto. 

 

Teorema 12. Todo espacio métrico 𝐸 puede expresarse como la 

unión de un conjunto perfecto y un conjunto que no contiene ningún 

subconjunto no vacío denso en sí. 

Demostración. Se designa con 𝒟 = {𝐷 ⊆ 𝐸: 𝐷 es denso en sí}. 
Se llama  

𝒞 = ⋃ 𝐷

𝐷∈ 𝒟

 

Por el teorema 11, 𝒞 es denso en sí y, por el teorema 10,  𝒞 es den-

so en sí. 

Como 𝒞 es la reunión de todos los densos en sí de 𝐸, 𝒞 ⊆ 𝒞, de 

donde, 𝒞 es un conjunto cerrado. Luego, 𝒞 es un conjunto perfecto. 

Ahora bien, por ser disjunto con 𝒞, 𝐸 − 𝒞 no contiene ningún sub-

conjunto no vacío denso en sí. 

Además, 𝐸 = 𝒞 ∪ (𝐸 − 𝒞). 

 

Observación 

El conjunto ∅ que es subconjunto de cualquier conjunto es tal que 

∅′ = ∅, de donde, ∅ es denso en sí. De aquí que en el enunciado del 

teorema 12 debe decir “ningún subconjunto no vacío denso en sí”. 
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3.9. Subespacio de un espacio métrico 

 

Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y sea 𝐴 un subconjunto no vacío 

cualquiera de 𝐸. En este caso, el conjunto 𝐴 con la misma función 𝑑 

pero definida para 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 también representa un espacio métrico que 

se denomina subespacio 𝐴 del espacio (𝐸, 𝑑).  
Esto es, la restricción a 𝐴 × 𝐴 de la aplicación (𝑥, 𝑦) ⟶ 𝑑(𝑥, 𝑦) es 

evidentemente una distancia en 𝐴 que se dice inducida en 𝐴 por la dis-

tancia 𝑑 en 𝐸, que se denota por 𝑑𝐴. Se dice también que el par (𝐴, 𝑑𝐴) es 

un subespacio de (𝐸, 𝑑). 
Es importante distinguir entre los espacios métricos (𝐸, 𝑑) y 

(𝐴, 𝑑𝐴). 
Se estudiará a continuación cuál es el comportamiento de los 

subespacios con respecto a las nociones de adherencia, derivado, inte-

rior y frontera. Se las puede estudiar tanto en 𝐴 como en 𝐸.  

 Se tratará de dar respuesta a la pregunta: ¿cuál es la relación entre 

ambas?  

 

Definiciones 

1) Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y sea 𝐴 un subconjunto no vacío 

cualquiera de  𝐸. 

Para cada conjunto 𝐵 ⊆ 𝐴 ⊆ 𝐸, se puede definir la clausura (o 

cierre) de 𝐵 en 𝐴, llamada también clausura relativa (o cierre relati-

vo) del conjunto 𝐵 en 𝐴, de la siguiente forma: 

Un punto 𝑥 está en la clausura relativa del conjunto 𝐵 en 𝐴 si 

𝑥 ∈ 𝐴 y 𝑥 = lim𝑛→∞ 𝑥𝑛, en donde (𝑥𝑛) ⊆ 𝐵. Esto significa que 

𝑥 ∈ 𝐵 ∩ 𝐴. El conjunto 𝐵 ∩ 𝐴 es, por lo tanto, la clausura relativa del 

conjunto 𝐵 en 𝐴 y la notaremos  𝐵𝐴; esto es,  

𝐵𝐴 = 𝐵 ∩ 𝐴. 

 

2) Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y sea 𝐴 un subconjunto no vacío 

cualquiera de  𝐸. 
Para cada conjunto 𝐵 ⊆ 𝐴 ⊆ 𝐸, se puede definir el derivado de 𝐵 

en el espacio 𝐴, llamado también derivado relativo de 𝐵 en 𝐴, de la 

siguiente forma: 
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Un punto 𝑥 está en el derivado relativo del conjunto 𝐵 en 𝐴 si 

𝑥 ∈ 𝐴 y  𝑥 = lim𝑛→∞ 𝑥𝑛, en donde (𝑥𝑛) ⊆ 𝐵 con 𝑥𝑖 ≠ 𝑥𝑗 si 𝑖 ≠ 𝑗. Esto 

significa que 𝑥 ∈ 𝐵𝑑 ∩ 𝐴. El conjunto 𝐵𝑑 ∩ 𝐴 es, por lo tanto, el deri-

vado relativo del conjunto 𝐵 en 𝐴 y lo notaremos 𝐵𝐴
𝑑; esto es,     

𝐵𝐴
𝑑 = 𝐵𝑑 ∩ 𝐴. 

3) Se llama interior relativo del conjunto 𝐵 en 𝐴, y se denota con 


AB o 𝐼𝑛𝑡𝐴(𝐵), al conjunto 



AB = ∁𝐴( ∁𝐴𝐵) = 𝐴 − (𝐴 − 𝐵). 

 
Observación 

𝐴 ∩


B ⊆


AB  

Como 

𝐴 − 𝐵 ⊆ 𝐸 − 𝐵, 

por propiedad de clausura, 

𝐴 − 𝐵 ⊆ 𝐸 − 𝐵 

Luego, 

𝐸 − (𝐸 − 𝐵) ⊆ 𝐸 − (𝐴 − 𝐵) 

De acuerdo con la definición de interior  



B ⊆ 𝐸 − (𝐴 − 𝐵) 

Entonces, 

𝐴 ∩


B ⊆ 𝐴 ∩ [𝐸 − (𝐴 − 𝐵)] = 𝐴 − (𝐴 − 𝐵) =


AB  

La inclusión anterior puede ser estricta. En efecto, se considera en 

ℝ con la métrica usual los conjuntos 𝐵 = [1,2], 𝐴 = [1,3].  

Entonces, 


B = (1,2). Luego, 𝐴 ∩


B = (1,2). 

Por otro lado, 

𝐴 − 𝐵 = (2,3] 
así 
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𝐴 − (𝐴 − 𝐵) = [1,2) =


AB . 

Luego, 𝐴 ∩


B = (1,2) ⊂ [1,2) =


AB . 

 

4) Se llama frontera relativa de 𝐵 en 𝐴, y lo notaremos 𝐹𝑟𝐴(𝐵), al 

conjunto 

𝐹𝑟𝐴(𝐵) = 𝐵 ∩ 𝐴 ∩  ∁𝐴𝐵 = 𝐵 ∩ 𝐴 ∩ 𝐴 − 𝐵 

 

Observación 

Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y 𝐴 ⊆ 𝐸. Considérese el subespacio 

métrico  (𝐴, 𝑑𝐴) y sea 𝐵 ⊆ 𝐴 ⊆ 𝐸. Entonces,   

𝐹𝑟𝐴(𝐵)  ⊆  𝐴 ∩ 𝐹𝑟(𝐵). 

𝐹𝑟𝐴(𝐵) = 𝐵 ∩ 𝐴 ∩ 𝐴 − 𝐵 ⊆ 𝐵 ∩ 𝐴 ∩ 𝐸 − 𝐵 = 𝐴 ∩ 𝐹𝑟(𝐵). 

No siempre se verifica la igualdad, es decir que 

𝐹𝑟𝐴(𝐵) ≠  𝐴 ∩ 𝐹𝑟(𝐵). 

En efecto, usando el mismo ejemplo anterior, se tiene 

𝐹𝑟𝐴(𝐵) = 𝐵 ∩ 𝐴 ∩ 𝐴 − 𝐵 = [1,2] ∩ [1,3] ∩ [2,3] = {2} 

Por otro lado, 

𝐴 ∩ 𝐹𝑟(𝐵) = [1,3] ∩ {1,2} = {1,2} 

Luego, 

𝐹𝑟𝐴(𝐵) = {2} ≠ {1,2} =  𝐴 ∩ 𝐹𝑟(𝐵). 

 

5) Se tratará de precisar cómo son las bolas abiertas en (𝐴, 𝑑𝐴). 
Tómese un punto 𝑥 ∈ 𝐴 y un número real 𝜀 > 0. De acuerdo con la 

definición, una bola abierta de centro x y radio 𝜀 en (𝐴, 𝑑𝐴) es el con-

junto 

{𝑎 ∈ 𝐴: 𝑑(𝑎, 𝑥) < 𝜀}, 

que puede ser expresado de la siguiente manera 

𝐵𝐸(𝑥, 𝜀) ∩ 𝐴, 

donde 𝐵𝐸(𝑥, 𝜀) es la bola abierta de centro x y radio 𝜀 en (𝐸, 𝑑). 
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Resulta, pues, que en (𝐸, 𝑑), si 𝐴 ⊆  𝐸 y 𝑥 ∈ 𝐴, para 𝜀 > 0, se 

llama bola abierta de centro en 𝑥 y radio 𝜀 en el subespacio 𝐴 al con-

junto 

𝐵𝐴(𝑥, 𝜀) = 𝐵𝐸(𝑥, 𝜀) ∩ 𝐴. 

Análogamente, se define la bola cerrada en 𝐴 como la intersec-

ción de bolas cerradas en (𝐸, 𝑑) con 𝐴. En forma semejante, el borde 

de la bola en 𝐴.  

 

A continuación, se intenta averiguar cómo son los conjuntos abier-

tos y los conjuntos cerrados en el subespacio (𝐴, 𝑑𝐴) y se dará una re-

lación con los cerrados y abiertos en (𝐸, 𝑑). 
 

6) Se dice que 𝐵 es un conjunto cerrado en 𝐴 si 𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐵 ∩ 𝐴. 

 

7) Se dice que 𝐵 es un conjunto abierto en 𝐴 si 𝐴 − 𝐵 es un con-

junto cerrado en 𝐴, o sea,  𝐴 − 𝐵 = 𝐴 − 𝐵𝐴 

 

Observaciones 

En (𝐸, 𝑑), sean 𝐵 ⊆ 𝐴 ⊆ 𝐸.   Entonces, 

1. Sea 𝑥 ∈ 𝐴.  𝑥 ∈ 𝐵𝐴  si y solo si para todo 𝜀 > 0  

𝐵𝐴(𝑥, 𝜀) ∩ 𝐴 ≠ ∅. 

Consecuencia inmediata de las definiciones. 

 

2. Sea 𝑥 ∈ 𝐵. 𝑥 ∈


AB si y solo si existe 𝜀 > 0 tal que 𝐵𝐴(𝑥, 𝜀) ⊆ 𝐵.  

Se deduce de las definiciones. 

 

3. 𝐵 es un abierto en (𝐴, 𝑑𝐴) si y solo si 𝐵 =


AB . 

De esta propiedad y teniendo presente que siempre se verifica que 


AB ⊆ 𝐵, se deduce que:  
𝐵 es un abierto en 𝐴 si y solo si para todo 𝑎 ∈ 𝐴 existe 𝜀 > 0 tal 

que 𝐵𝐴(𝑥, 𝜀) ⊆ 𝐵. 
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4. 𝑥 ∈ 𝐵𝐴
𝑑   si y solo si para todo 𝜀 > 0 (𝐵𝐴(𝑥, 𝜀) − {𝑥}) ∩ 𝐴 ≠ ∅. 

Se deduce inmediatamente a partir de las definiciones. 

 

Teorema 13. Sea (𝐸, 𝑑) y 𝐴 ⊆  𝐸.  𝐵 ⊆ 𝐴 es cerrado en (𝐴, 𝑑𝐴) si 

y solo si existe 𝐹 cerrado en (𝐸, 𝑑) tal que 𝐵 = 𝐹 ∩ 𝐴. 
Demostración. Supóngase que  𝐵 ⊆ 𝐴 es cerrado en 𝐴, entonces 

𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐵 ∩ 𝐴. Se designa el conjunto 𝐹 = 𝐵 que es cerrado en 𝐸, y 

se tiene 𝐵 = 𝐹 ∩ 𝐴. 

Recíprocamente, como 𝐵 ⊆ 𝐴  y 𝐵 ⊆ 𝐵, entonces  

𝐵 ⊆ 𝐵 ∩ 𝐴 = 𝐵𝐴. 

Por otro lado, 𝐵 = 𝐹 ∩ 𝐴 ⊆ 𝐹 y como 𝐹 es cerrado en 𝐸,            

𝐵 ⊆ 𝐹 = 𝐹, de donde 

𝐵𝐴 = 𝐵 ∩ 𝐴 ⊆ 𝐹 ∩ 𝐴 = 𝐵. 

Y, por lo tanto, se concluye que  𝐵 = 𝐵𝐴. 

 

Teorema 14. Sea 𝐴 un subconjunto de un espacio métrico (𝐸, 𝑑). 
Un conjunto 𝐺 ⊆ 𝐴 es abierto en el subespacio (𝐴, 𝑑𝐴) si y solo si exis-

te un conjunto 𝐶 abierto en (𝐸, 𝑑) tal que 𝐺 = 𝐴 ∩ 𝐶. 
Demostración. Supóngase que 𝐺 ⊆ 𝐴 es abierto en 𝐴. Entonces, 

∁𝐴𝐺 es un cerrado en 𝐴. Por el teorema 13, existe un conjunto 𝐹 cerra-

do en 𝐸 tal que ∁𝐴𝐺 = 𝐹 ∩ 𝐴, de donde 

𝐺 = ∁𝐴(𝐹 ∩ 𝐴) = ∁𝐴𝐹 ∪ ∁𝐴𝐴 = ∁𝐴𝐹 ∪ ∅ = ∁𝐴𝐹 = 𝐴 − 𝐹 =

             = 𝐴 ∩ ∁𝐸𝐹. 

Se designa 𝐶 = ∁𝐸𝐹. Luego, existe 𝐶 abierto en 𝐸 tal que         

𝐺 = 𝐴 ∩ 𝐶. 

Recíprocamente, supóngase  𝐺 ⊆ 𝐴 y que existe un conjunto abier-

to 𝐶 en 𝐸 tal que 𝐺 = 𝐴 ∩ 𝐶. 

Por hipótesis, 𝐶 es abierto en 𝐸 entonces ∁𝐸𝐶 es cerrado en 𝐸. 

∁𝐴𝐺 = ∁𝐴(𝐴 ∩ 𝐶) = ∁𝐴𝐴 ∪ ∁𝐴𝐶 = ∅ ∪ ∁𝐴𝐶 = 𝐴 − 𝐶 = 𝐴 ∩ ∁𝐸𝐶 

Luego,  ∁𝐴𝐺 ⊆ 𝐴 es cerrado en 𝐴, es decir, 𝐺 es abierto en 𝐴. 
 
 



María Eva ASCHERI · Marisa REID 

88 | 
 

Observación 

Puede suceder que 𝐵 ⊆ 𝐴 ⊆  𝐸 sea abierto (respectivamente, ce-

rrado) en (𝐴, 𝑑𝐴) y no lo sea en (𝐸, 𝑑).  

Por ejemplo, en (ℝ, | |) se considera 𝐴 =  [0, 2) ⊆ ℝ. Entonces, 

i)  𝐵 = [0,1) es abierto en (𝐴, 𝑑𝐴) pero no lo es en (ℝ, | |), pues  

[0,1) = (−1,1) ∩ [0, 2) 

ii) 𝐵 = [
3

4
, 2) es cerrado en (𝐴, 𝑑𝐴) pero no lo es en (ℝ, | |), pues 

[
3

4
, 2) = [

3

4
, 3] ∩ [0,2). 

 

Teorema 15. Sean (𝐸, 𝑑) y 𝐴 ⊆ 𝐸. Entonces, todo subconjunto de 

𝐴 que es cerrado en (𝐴, 𝑑𝐴) es también cerrado en (𝐸, 𝑑) si y solo si 𝐴 

es cerrado en (𝐸, 𝑑). 
Demostración. Sea  𝐵 ⊆ 𝐴 cerrado en 𝐴. 

Supóngase que 𝐴 no es cerrado en 𝐸. Ahora bien, 𝐴 es cerrado en 

𝐴 y, por lo tanto, se tendría un conjunto cerrado en 𝐴 que no es cerrado 

en 𝐸 lo que contradice el hecho que todo subconjunto de 𝐴 cerrado en 

𝐴 sea cerrado en 𝐸. Luego, 𝐴 es cerrado en 𝐸. 

Recíprocamente, por hipótesis, 𝐵 ⊆ 𝐴 es cerrado en 𝐴, entonces, 

por el teorema 14, existe un conjunto 𝐹 cerrado en 𝐸 tal que             

𝐵 = 𝐹 ∩ 𝐴. Como 𝐴 es cerrado en 𝐸 e intersección de dos cerrados en 

𝐸 es un cerrado en 𝐸, entonces 𝐵 es un conjunto cerrado en 𝐸. 

 

 

3.10. Ejercicios propuestos 
 

1. Sea  dE,  un espacio métrico y sean p  perteneciente a E  y 

0 . Entonces, pruebe que para cualquier ),p(Bq   existe 0'  

tal que ),p(B)',q(B δδ  .  

Deduzca entonces que toda bola abierta es un conjunto abierto.  

 

2. Sean EBA ,  y sea ),( dE  un espacio métrico. Pruebe que  

(a)   ⋃ 𝐴𝑖
′

𝑖∈𝐼 ⊆ (⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 )′ 
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(b) (⋂ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 )′ ⊆ ⋂ 𝐴𝑖
′

𝑖∈𝐼  

(c)   ⋂ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ⊆ ⋂ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼  

(d) 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐴 ∪ 𝐵. ¿Se puede generalizar a una unión infinita?  

(e)   𝐴 − 𝐵 ⊆ 𝐴 − 𝐵 

(f)   𝐴 = 𝐴 

(g)   𝐴 es el menor cerrado  que contiene a 𝐴. 

(h) 𝑥 ∈ 𝐴 ⟺ 𝑑(𝑥, 𝐴) = 0 (𝐴 ≠ ∅). 

(i)  𝐴 es cerrado ⟺ {𝑥 ∶ 𝑑(𝑥, 𝐴) = 0} ⊆ 𝐴. 

(j)  Si  𝐴  es cerrado y si además  𝑝 ∈ 𝐸 no pertenece a 𝐴, enton-

ces 𝑑(𝑝, 𝐴) ≠ 0. 

 

En los apartados (a), (b), (c) y (e) de un ejemplo donde no se veri-

fique la igualdad. 

 

3. Sean EBA ,  y sea  dE,  un espacio métrico. Pruebe que 

(a) 


A  es el mayor abierto contenido A . 

(b) 


BABA  . 

(c)  



BABA   ¿Se puede generalizar a una intersección 

infinita? 

(d) 


, EE 


 

(e)   .




BABA   Dé un ejemplo en el que no se verifique 

la igualdad. 

(f)   




AA C  
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(g)  



BABA  . ¿Vale la igualdad? 

(h)   )(0),(  AAxdAx
C . 

 

4. Sean EBA ,  y sea  dE,  un espacio métrico. Pruebe que 

(a) 𝐹𝑟(𝐴) ⊆ 𝐹𝑟(𝐴) 

(b) 𝐹𝑟(𝐴) = 𝐴 ∩ ∁


A  

(c) 𝐹𝑟(𝐴 ∩ 𝐵) ⊆ (𝐴 ∩ 𝐹𝑟(𝐵) ) ∪ (𝐹𝑟(𝐴) ∩ 𝐵) 

(d) 𝐹𝑟(𝐴 ∪ 𝐵) =  𝐹𝑟(𝐴) ∪ 𝐹𝑟(𝐵) si 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ 

(e) 


A = 𝐴 − 𝐹𝑟(𝐴) = 𝐴 − 𝐹𝑟(𝐴) 

(f)  


AAFrAE C )(  y son disjuntos dos a dos. 

(g) AAFr )(  es abierto y cerrado. 

 

En los apartados (a) y  (c) de un ejemplo donde no se verifique la 

igualdad. 

 

5. Sea  dE,  un espacio métrico y 𝐴 un subconjunto de 𝐸. Pruebe 

que las siguientes condiciones son equivalentes: 

(a)   𝐴 es cerrado 

(b) AAFr )(  

(c)   𝐴 contiene a sus puntos de acumulación. 

 

6. Sean (𝑋𝑖 , 𝑑𝑖)𝑖=1,2,⋯,𝑛 espacios métricos y sean 𝑋 y 𝐷 tales que 

𝑋 = ∏ 𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1 , 𝐷 = ∏ 𝑑𝑖

𝑛
𝑖=1 . Entonces, (𝑋, 𝐷) es un espacio métrico. Si 

2n , sean 21, XBXA  . Pruebe que 

(a)   𝐴 × 𝐵 = 𝐴 × 𝐵 
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(b)  



BABA   

Sugerencia:  

       )()( 212121 BXXXAXBAXX   

(c) Usando inducción, generalice las fórmulas anteriores para un 

producto finito de conjuntos. 

 

7. Sea  dE,  un espacio métrico y  sea EA . Pruebe que si 𝐴 

no posee puntos aislados, entonces 𝐴 tampoco los posee.  

 

8. Sea  TdE,  el espacio métrico discreto. Halle el derivado,  la 

clausura,  el interior y la frontera de cualquier subconjunto de E . Indi-

que entonces como son los subconjuntos de E . 

 

9. Determine el conjunto derivado, el conjunto de adherencia, el 

interior y la frontera de cada uno de los siguientes conjuntos de núme-

ros reales con la métrica usual, y deduzca cuáles de estos conjuntos son 

cerrados y cuáles son abiertos: 

(a)   ℕ (el conjunto de los números naturales) 

(b) ℚ (el conjunto de los números racionales) 

(c) 𝐴 = {
1

𝑛
∶ 𝑛 ∈ ℕ} 

(d) Cualquier subconjunto con un número finito de puntos. 

(e)  b,a ;  b,a ;  b,a . 

 

10. Hallar un conjunto 𝐴 tal que: 

(a) 𝐴 y 𝐴′ sean disjuntos. 

(b) 𝐴 es un subconjunto propio de 𝐴′ . 

(c) 𝐴′ es un subconjunto propio de 𝐴. 

(d) 𝐴 =  𝐴′ . 
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11. (a) Sea  dE,  un espacio métrico, 𝑟 ∈ ℝ, 𝑟 > 0 y 𝑥0 ∈ 𝐸. De-

muestre que 𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟) ⊆ 𝐵𝑐(𝑥0, 𝑟) 

(b) Sea el espacio métrico (ℤ, | |). Defina los siguientes con-

juntos 𝐵(𝑛, 2), 𝐵(𝑛, 2) y 𝐵𝑐(𝑛, 2). 

¿Qué conclusiones obtiene comparándolos con el resultado del 

apartado (a)? 

 

12. Sea  dE,  un espacio métrico y x un punto aislado de E. 

Pruebe que {𝑥} es un conjunto abierto. 

Deduzca que el conjunto de puntos aislados de un espacio métrico 

es abierto. 

 

13. Pruebe que todo abierto en un espacio métrico  dE,  se pue-

de escribir como unión de bolas abiertas. 

Deduzca que todo abierto de ℝ se puede escribir como unión de 

intervalos abiertos. 

 

14. Sea  dE,  un espacio métrico  y  sea  A,EA .  Se de-

fine 
𝐵(𝐴, 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ 𝑑(𝑥, 𝐴) < 𝑟}, 𝑟 ∈ ℝ, 𝑟 > 0. 

Pruebe que 

(a)  ErEB ),(  

(b)  r,AB  es un conjunto abierto cualquiera sea A  

(c)   Si  aA  , calcule  r,AB  

Concluya que  r,AB  es un entorno de A . 

 

15. Sea  dE,  un espacio métrico y sea  A,EA . Pruebe 

que  𝐴 =  ⋂ 𝐵(𝐴, 𝑟)𝑟>0 . Deduzca que todo cerrado es intersección de 

abiertos y que todo abierto es unión de cerrados. 
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16. Pruebe que la intersección de un número finito de entornos de 

𝐴 es un entorno de 𝐴. Muestre con un ejemplo que la intersección de 

un número infinito de entornos de 𝐴 no siempre es un entorno de 𝐴. 

 

17. Si 𝐴 es un subconjunto abierto de un espacio métrico  dE, , 

demuestre que cualquiera sea 𝐵 ⊆ E se cumple que 𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐴 ∩ 𝐵. 

Muestre con un ejemplo que la inclusión puede ser estricta. 
 

18. Demuestre que si 𝐴 y 𝐵 son abiertos y densos en (𝐸, 𝑑), 
entonces 𝐴 ∩ 𝐵 es denso. 

 

19. Sea  dE,  un espacio métrico y D  un subconjunto de E . 

(a) Si D  es denso en E  y EA , entonces ¿ AD  es denso 

en A ? 

(b) Si D  es denso en E  y EA , A  abierto, entonces  pruebe 

que AD  es denso en A . 

(c) Pruebe que D  es denso en E  sí y solo si para cada subcon-

junto A  de E  con 


A ,  


AD . 

(d) Pruebe que D  es denso en E  sí y solo si para todo entorno 

U de x  en E  UD . 
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Capítulo 4 
 

 

 
 

Continuidad en Espacios Métricos 
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4.1. Aplicaciones continuas 
 

La idea de continuidad constituye uno de los conceptos fundamen-

tales de la Topología y del Análisis. En este capítulo, se aborda la con-

tinuidad de funciones entre espacios métricos. Se caracteriza la conti-

nuidad a través de conjuntos cerrados o de conjuntos abiertos y se pre-

sentan las relaciones entre las aplicaciones continuas y las propiedades 

de los conjuntos. También se estudian los homeomorfismos entre es-

pacios métricos. Finalmente, se abordan las nociones de sucesiones de 

funciones, convergencia uniforme y continuidad de funciones en pro-

ductos cartesianos. 

Para el estudio de este tema se recomienda, previamente, la lectura 

del libro de Ascheri y Reid, 2008, capítulo 4. 

 

Definición. Sean (𝐸, 𝑑) y (𝐸′, 𝑑′) espacios métricos y 𝑓: 𝐸 ⟶ 𝐸′ 
una función. Se dice que 𝑓 es una función continua en el punto 𝑥0 ∈ 𝐸 

si para toda sucesión (𝑥𝑛) de 𝐸 la condición 𝑥𝑛
𝑛→∞
→   𝑥0 implica 

𝑓(𝑥𝑛)
𝑛→∞
→   𝑓(𝑥0). 

 

Teorema 1. Sean dos espacios métricos (𝐸, 𝑑) y (𝐸′, 𝑑′). La con-

dición necesaria y suficiente para que  𝑓: 𝐸 ⟶ 𝐸′ sea continua en 

𝑥0 ∈ 𝐸 es que  

∀  𝜀 > 0  ∃  𝛿(𝜀,  𝑥0)  >  0 : ∀  𝑥 ∈  𝐸   𝑑(𝑥, 𝑥0)  <  𝛿  ⟹

           ⟹ 𝑑′((𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥0)) < 𝜀. 

Demostración. Supóngase que 𝑓 es continua en  𝑥0 y supóngase 

además, por absurdo, que  existe 𝜀 > 0 tal que para cada  𝛿(𝜀, 𝑥0) > 0 

existe 𝑥𝛿 ∈ 𝐸 tal que 𝑑(𝑥𝛿 , 𝑥0) < 𝛿 pero 𝑑′(𝑓(𝑥𝛿), 𝑓(𝑥0)) ≥ 𝜀.  
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Entonces, dado 𝛿 = 1 existe 𝑥1 ∈ 𝐸  tal que 𝑑(𝑥1, 𝑥0) < 1 con 

𝑑′(𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥0)) ≥ 𝜀.  

Dado 𝛿 =  
1

2
  existe  𝑥2 ∈ 𝐸 tal que 𝑑( 𝑥2, 𝑥0) <  

1

2
  con 

 𝑑′(𝑓(𝑥2), 𝑓(𝑥0)) ≥ 𝜀.  

Y así sucesivamente, dado 𝛿 =  
1

𝑛
, 𝑛 ∈ ℕ  existe 𝑥𝑛 ∈ 𝐸 tal que 

𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥0) <  
1

𝑛
  con 𝑑′(𝑓(𝑥𝑛), 𝑓(𝑥0)) ≥  𝜀.  

Se obtiene así una sucesión (𝑥𝑛)  de puntos de 𝐸 que converge a 

 𝑥0, puesto que la sucesión de términos positivos (𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥0)) converge 

a 0; sin embargo, la sucesión (𝑓(𝑥𝑛)) no converge a  𝑓(𝑥0), ya que 

siempre es 𝑑′(𝑓(𝑥𝑛), 𝑓(𝑥0)) ≥  𝜀 para cada 𝑛 ∈ ℕ, con lo que se llega 

a una contradicción.  

Recíprocamente, supóngase que 𝑓 es continua en 𝑥0 ∈  𝐸 y sea 

(𝑥𝑛) una sucesión de puntos de 𝐸 tal que 𝑥𝑛
𝑛→∞
→   𝑥0. Para demostrar 

que 𝑓(𝑥𝑛)
𝑛→∞
→   𝑓(𝑥0), se debe probar que para todo 𝜀 > 0 existe 

𝑛0(𝜀) ∈ ℕ tal que para todo 𝑛 > 𝑛0 resulta  𝑑′((𝑓(𝑥𝑛), 𝑓(𝑥0)) < 𝜀. 
Sea 𝜀 > 0. Por hipótesis, existe 𝛿(𝜀,  𝑥0) > 0 tal que 

𝑑′((𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥0)) < 𝜀  siempre y cuando 𝑑(𝑥, 𝑥0) < 𝛿. Se designa 

con 𝜀′ = 𝛿(𝜀,  𝑥0) > 0. Entonces, como (𝑥𝑛) converge a 𝑥0 existe 

𝑛0(𝜀′) ∈ ℕ tal que para todo 𝑛 > 𝑛0 resulta 𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥0) < 𝛿, con lo que 

𝑑′((𝑓(𝑥𝑛), 𝑓(𝑥0)) < 𝜀, que es lo que se quería demostrar. 

 

Observación  

𝑓: (𝐸, 𝑑) ⟶ (𝐸′, 𝑑′) no es continua en 𝑥0 ∈ 𝐸 si verifica que exis-

te 𝜀 >  0 tal que para cada 𝛿 > 0 existe 𝑥 ∈ 𝐸 tal que 𝑑(𝑥, 𝑥0) < 𝛿 

pero  𝑑′((𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥0)) ≥ 𝜀. 
 

Definición. Se dice que una función 𝑓 es continua en 𝐸 (o sim-

plemente continua), si es continua en todo punto de 𝐸. 

 

Ejemplos 
1) Las funciones constantes son continuas cualquiera sea la métri-

ca. Esto es, si 𝑓: (𝐸, 𝑑) ⟶ (𝐸′, 𝑑′) es constante, por ejemplo, si 

𝑓(𝑥) = 𝑎 para todo 𝑥 ∈ 𝐸, entonces 𝑓 es continua. 

Se demuestra que 𝑓 es continua en cualquier punto 𝑥0 ∈ 𝐸. Sean 

𝜀 > 0  y  𝑥 ∈ 𝐸. Entonces, para cualquier 𝛿 > 0, digamos 𝛿 = 1, 
𝑑(𝑥, 𝑥0) < 1 implica  
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𝑑′((𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥0)) = 𝑑
′(𝑎, 𝑎) = 0 < 𝜀. 

Por lo tanto, 𝑓 es continua. 

 

2) Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y 𝐴 un subconjunto de 𝐸. La res-

tricción a  𝐴 de la aplicación idéntica, llamada inyección natural de 𝐴 

en 𝐸 (o inclusión) 𝑓:𝐴 ⟶ 𝐸 definida por 𝑓(𝑥) = 𝑥 para todo 𝑥 ∈ 𝐴, 

es continua cualquiera sea la métrica 𝑑. 

Se demuestra que 𝑓 es continua en cualquier punto  𝑥0 ∈ 𝐴. Sean 

𝜀 > 0 y 𝑥 ∈ 𝐴. Entonces, si se escoge  𝛿 = 𝜀 se tiene que la condición 

𝑑(𝑥, 𝑥0) < 𝜀 implica 𝑑((𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥0)) = 𝑑(𝑥, 𝑥0) < 𝛿 = 𝜀. Por lo tan-

to, 𝑓 es continua. 

 

Teorema 2. La condición necesaria y suficiente para que 

𝑓: (𝐸, 𝑑) ⟶ (𝐸′, 𝑑′) sea continua en 𝐸 es que la imagen inversa de 

todo conjunto cerrado en el espacio 𝐸′ sea un conjunto cerrado en el 

espacio 𝐸; o sea, 𝑓: 𝐸 ⟶ 𝐸′ es continua en 𝐸 si y solo si para todo 

conjunto cerrado 𝐵 contenido en el espacio 𝐸′ se tiene que  𝑓−1(𝐵) es 

un conjunto cerrado en el espacio 𝐸. 

Demostración. Supóngase que 𝑓 es continua en 𝐸. Sea 𝐵 un sub-

conjunto de 𝐸′ cerrado y probemos que 𝑓−1(𝐵) ⊆ 𝐸 es un cerrado; es 

decir que  𝑓−1(𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊆ 𝑓−1(𝐵). 

Sea 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. Entonces, existe (𝑥𝑛) ⊆ 𝑓
−1(𝐵) tal que            

𝑥𝑛
𝑛→∞
→   𝑥. Por ser 𝑓 continua, se tiene que 𝑓(𝑥𝑛)

𝑛→∞
→   𝑓(𝑥) en 𝐸′.  

Como 𝑥𝑛 ∈ 𝑓
−1(𝐵 ) para todo 𝑛 ∈ ℕ, entonces 𝑓(𝑥𝑛) ∈ 𝐵 para 

todo 𝑛 ∈ ℕ. Luego, existe (𝑓(𝑥𝑛)) ⊆ 𝐵 tal que 𝑓(𝑥𝑛)
𝑛→∞
→   𝑓(𝑥) en 𝐸′, 

de donde, 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵 = 𝐵. Luego, 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝐵 ). Por lo tanto,  

𝑓−1(𝐵 )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊆ 𝑓−1(𝐵). 
Recíprocamente, por hipótesis, la imagen inversa de todo cerrado 

en 𝐸′ es un cerrado en 𝐸 y supóngase que 𝑓 no es continua en el punto 

𝑥0 ∈ 𝐸.  

Luego, existe una sucesión (𝑥𝑛) de puntos de 𝐸 que converge a 𝑥0 

en 𝐸 y (𝑓(𝑥𝑛)) no converge a 𝑓(𝑥0) en 𝐸′ .  

Entonces, existe  𝜀 >  0  tal que para todo 𝑛0 ∈ ℕ existe 𝑛1 > 𝑛0 
tal que 𝑓(𝑥𝑛1) ∉ 𝐵(𝑓(𝑥0), 𝜀 ). Por lo tanto, existen  𝑛1 < 𝑛2 < ⋯ <
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< 𝑛𝑘 < ⋯ para todo  𝑘 ∈ ℕ tal que 𝑓(𝑥𝑛𝑘) ∉ 𝐵(𝑓(𝑥0), ε ) para todo  

𝑘 ∈ ℕ. 

Se toma 𝐵 = 𝐸′ − 𝐵(𝑓(𝑥0), ε ) ⊆ 𝐸
′ que es un conjunto cerrado 

en 𝐸′. De este modo, 𝑓(𝑥𝑛𝑘) ∈ 𝐵 para todo  𝑘 ∈ ℕ, lo que equivale a 

decir que 𝑥𝑛𝑘 ∈ 𝑓
−1(𝐵)  para todo  𝑘 ∈ ℕ. 

Como 𝑓(𝑥0) ∈ 𝐵(𝑓(𝑥0), ε ), entonces 𝑓(𝑥0) ∉ 𝐵,  es decir,  

𝑥0 ∉ 𝑓
−1(𝐵). 

Por ser (𝑥𝑛𝑘) una subsucesión de (𝑥𝑛), entonces (𝑥𝑛𝑘) converge a 

𝑥0. Así, se tiene una sucesión (𝑥𝑛𝑘) de puntos de 𝑓−1(𝐵) tal que 

𝑥𝑛𝑘 𝑘→∞
→  𝑥0, o sea que 𝑥0 ∈ 𝑓−1(𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, pero 𝑥0 ∉ 𝑓

−1(𝐵).  

Se concluye que 𝑓−1(𝐵) no es un conjunto cerrado en 𝐸. 

 

Corolario. La condición necesaria y suficiente para que 

𝑓: (𝐸, 𝑑) ⟶ (𝐸′, 𝑑′) sea continua en 𝐸 es que la imagen inversa de 

todo conjunto abierto en el espacio 𝐸′ sea un conjunto abierto en el 

espacio 𝐸. 

Demostración. Es inmediato a partir del teorema anterior y por la 

propiedad de la imagen inversa: para cada  𝐴 ⊆ 𝐸′ es  𝑓−1(𝐸′ − 𝐴) =
= 𝐸 − 𝑓−1(𝐴) (Ascheri y Reid, 2008, capítulo 1). 

En efecto, sean 𝑓: 𝐸 ⟶ 𝐸′ continua y 𝐴 ⊆ 𝐸′  un conjunto abierto. 

Entonces, ∁𝐸′𝐴 es un cerrado en 𝐸′ y, por el teorema 2,        

𝑓−1(∁𝐸′𝐴)= 𝐸 − 𝑓−1(𝐴) es un cerrado en 𝐸, por lo tanto, 𝑓−1(𝐴) es 

un abierto en 𝐸. 

Recíprocamente, sean 𝐴 un conjunto abierto en 𝐸′ y 𝑓−1(𝐴) un 

conjunto abierto en 𝐸. Entonces, ∁𝐸′𝐴 es un cerrado en 𝐸′ y 

∁𝐸𝑓
−1(𝐴) = 𝑓−1(∁𝐸′𝐴 ) es un cerrado en 𝐸. Luego, por el teorema 2, 

se concluye que 𝑓 es continua en 𝐸. 

 

Observación  

Si 𝑓: 𝐸 ⟶ 𝐸′ es continua en 𝐸,  la imagen de un cerrado en 𝐸 no 

es, en general, un cerrado en  𝐸′. 
Por ejemplo, en ℝ con la métrica usual, se considera la función in-

clusión o inyección natural 𝑖𝐸: 𝐸 ⟶ ℝ, siendo 𝐸 = [0,2), que es una 

función continua. 
[1, 2) es un subconjunto de 𝐸 que es cerrado en 𝐸, pues 
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[1, 2) = [1,2] ∩ [0, 2) = [1,2] ∩ 𝐸 

y  [1,2] es cerrado en ℝ. 

Pero  

𝑖𝐸([1, 2)) = [1, 2), 

y  [1, 2) no es cerrado en ℝ. 

 
Teorema 3. Si 𝑓: (𝐸, 𝑑) ⟶ (𝐸′, 𝑑′) es continua, entonces 

𝐴 = gráfica de 𝑓 = {(𝑥, 𝑓(𝑥)): 𝑥 ∈ 𝐸} ⊆ 𝐸 × 𝐸′  

es un conjunto cerrado. 

Demostración. Sea 𝑝 ∈ 𝐴. Entonces, existe (𝑝𝑛) ⊆ 𝐴 tal que 

𝑝𝑛
𝑛→∞
→   𝑝. Se debe probar que 𝑝 ∈ 𝐴. 

Como 𝑝𝑛 ∈ 𝐴 para todo 𝑛 ∈ ℕ, entonces 𝑝𝑛 = (𝑥𝑛 , 𝑓(𝑥𝑛)) para 

todo 𝑛 ∈ ℕ y por ser 𝑝  un punto del espacio   𝐸 × 𝐸′,  𝑝 = (𝑥, 𝑦). 
Como 𝑝𝑛

𝑛→∞
→   𝑝, entonces 𝑥𝑛

𝑛→∞
→   𝑥   y   𝑓(𝑥𝑛)

𝑛→∞
→   𝑦.  Además, por 

ser 𝑓 continua, 𝑓(𝑥𝑛)
𝑛→∞
→   𝑓(𝑥). Luego, por unicidad del límite, 

𝑓(𝑥) = 𝑦. Por lo tanto, 𝑝 = (𝑥, 𝑓(𝑥)) ∈ 𝐴.  

En consecuencia, 𝐴 ⊆ 𝐴 como se quería demostrar. 

 

 

4.2. Homeomorfismos 

 

Definición. Se dice que la función  𝑓: (𝐸, 𝑑) ⟶ (𝐸′, 𝑑′) es un 

homeomorfismo si es biyectiva, continua y su inversa 𝑓−1 es también 

continua. 

 

Definición. Dos espacios métricos (𝐸, 𝑑) y (𝐸′, 𝑑′) son homeo-

morfos si existe un homeomorfismo entre ellos y se denota 𝐸 ≃ 𝐸′. 
De las definiciones anteriores se deducen las siguientes observa-

ciones. 

 

Observaciones  

1. Si 𝑓: (𝐸, 𝑑) ⟶ (𝐸′, 𝑑′)  es un homeomorfismo, entonces  

𝑓−1 ∶ (𝐸′, 𝑑′) ⟶ (𝐸, 𝑑) también lo es.  
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Como 𝑓 es biyectiva, entonces existe 𝑓−1: 𝐸′⟶ 𝐸 biyectiva. Co-

mo 𝑓 es un homeomorfismo, 𝑓−1: 𝐸′ ⟶ 𝐸 es continua y 𝑓: 𝐸 ⟶ 𝐸′ es 

continua. Además, (𝑓−1)−1 = 𝑓, por ser 𝑓 biyectiva. Luego,  

𝑓−1: 𝐸′⟶ 𝐸   y  (𝑓−1)−1: 𝐸 ⟶ 𝐸′ son continuas.  

 

2. La relación “ser homeomorfo a” es una relación de equivalen-

cia sobre la familia de todos los espacios métricos. 

Demostración. Se probará que la relación “ser homeomorfo a” es 

reflexiva, simétrica y transitiva.  

Reflexiva. 𝐸 ≃ 𝐸, pues existe la aplicación idéntica      

𝑖𝐸: (𝐸, 𝑑) ⟶ (𝐸, 𝑑) tal que 𝑖𝐸(𝑥) = 𝑥 para todo 𝑥 ∈ 𝐸, que es un ho-

meomorfismo para todo espacio métrico (𝐸, 𝑑). 
Simétrica. Supóngase que 𝐸 ≃ 𝐸′, entonces existe 𝑓: 𝐸 ⟶ 𝐸′ ho-

meomorfismo. Por la observación 1,  𝑓−1: 𝐸′⟶ 𝐸 es también un ho-

meomorfismo y, por lo tanto,  𝐸′ ≃  𝐸.  

Transitiva. Supóngase que 𝐸 ≃ 𝐸′, 𝐸′ ≃ 𝐸′′. Entonces, existen 

𝑓: 𝐸 ⟶ 𝐸′ y  𝑔: 𝐸′⟶ 𝐸′′  homeomorfismos. Dado que la composición 

de dos homeomorfismos es un homeomorfismo, como el lector puede 

comprobar como ejercicio, se deduce que 𝐸 ≃ 𝐸′′.  
 

A continuación, se caracterizan los homeomorfismos. 

Teorema 4. Una condición necesaria y suficiente para una función 

𝑓: 𝐸 ⟶ 𝐸′ sobreyectiva sea un homeomorfismo es que se verifique:  

lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑥0  si y solo si  lim𝑛→∞ 𝑓(𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥0) 

Demostración. Sea 𝑓: 𝐸 ⟶ 𝐸′ un homeomorfismo. Entonces, del 

hecho que 𝑓 es continua se tiene que 

𝑥𝑛
𝑛→∞
→   𝑥0  implica  𝑓(𝑥𝑛)

𝑛→∞
→   𝑓(𝑥0). 

Solo resta probar que 

𝑓(𝑥𝑛)
𝑛→∞
→   𝑓(𝑥0)  implica  𝑥𝑛

𝑛→∞
→   𝑥0. 

Por ser 𝑓 biyectiva, se tiene para 𝑔 = 𝑓−1 que se verifican  

𝑥𝑛 = 𝑔(𝑦𝑛)   y   𝑦𝑛 = 𝑓(𝑥𝑛). 
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Como, por hipótesis, 𝑓(𝑥𝑛)
𝑛→∞
→   𝑓(𝑥0), entonces 𝑦𝑛

𝑛→∞
→   𝑦0. Y 

como 𝑔 = 𝑓−1 es continua, resulta que   𝑔(𝑦𝑛)
𝑛→∞
→   𝑔(𝑦0). Por lo tan-

to, 𝑥𝑛
𝑛→∞
→   𝑥0 

Recíprocamente, se debe probar que 𝑓 es un homeomorfismo. Por 

hipótesis, 𝑓 es sobre y continua. Solo resta probar que 𝑓 es inyectiva y 

que 𝑓−1 = 𝑔: 𝐸′ ⟶ 𝐸 es continua. 

Primero se prueba que 𝑓 es inyectiva. La condición                

𝑓(𝑥𝑛)
𝑛→∞
→   𝑓(𝑥0) implica 𝑥𝑛

𝑛→∞
→   𝑥0 entonces 𝑓 es inyectiva. En efec-

to, se toma 𝑥 ∈ 𝐸 tal que 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) y se considera 𝑥𝑛 = 𝑥 para 

todo 𝑛 ∈ ℕ. Entonces, 𝑓(𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥) para todo 𝑛 ∈ ℕ, de donde,          

𝑓(𝑥𝑛)
𝑛→∞
→   𝑓(𝑥). Por lo tanto, 𝑓(𝑥𝑛)

𝑛→∞
→   𝑓(𝑥0) lo cual implica 

𝑥𝑛
𝑛→∞
→   𝑥0. Pero para la sucesión constante (𝑥𝑛)  se tiene que             

𝑥𝑛
𝑛→∞
→   𝑥. 

Luego, 𝑥 = 𝑥0 , por unicidad del límite de una sucesión. Así, re-

sulta que  𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0)  entonces  𝑥 = 𝑥0. 
Por último, se prueba que 𝑓−1 = 𝑔: 𝐸′ ⟶ 𝐸 es continua en 𝑦0 

cualquiera sea  𝑦0 ∈ 𝐸′. En efecto, sea la sucesión  (𝑦𝑛) ⊆ 𝐸′ tal que 

𝑦𝑛
𝑛→∞
→   𝑦0. Como 𝑔 es la inversa de 𝑓, se verifica que 𝑥𝑛 = 𝑔(𝑦𝑛)  e 

𝑦𝑛 = 𝑓(𝑥𝑛). 
Por hipótesis, 𝑓(𝑥𝑛)

𝑛→∞
→   𝑓(𝑥0) implica 𝑥𝑛

𝑛→∞
→   𝑥0 

Luego, 𝑦𝑛
𝑛→∞
→   𝑦0 implica  𝑓(𝑥𝑛)

𝑛→∞
→   𝑓(𝑥0), entonces 𝑥𝑛

𝑛→∞
→   𝑥0. 

Esto es,  𝑔(𝑦𝑛)
𝑛→∞
→   𝑔(𝑦0). 

Por lo tanto, 𝑦𝑛
𝑛→∞
→   𝑦0 implica 𝑔(𝑦𝑛)

𝑛→∞
→   𝑔(𝑦0). Esto significa 

que la función 𝑔 = 𝑓−1 es continua. 

 

Teorema 5. Una condición necesaria y suficiente para una función 

biyectiva 𝑓: 𝐸 ⟶ 𝐸′ sea un homeomorfismo es que las imágenes y las 

imágenes inversas de conjuntos cerrados sean también conjuntos ce-

rrados. 

Demostración. Sea 𝑓: 𝐸 ⟶ 𝐸′ un homeomorfismo y sean 𝐴 ⊆ 𝐸 

un cerrado cualquiera contenido en 𝐸 y 𝐵 ⊆ 𝐸′ un cerrado cualquiera 

contenido en 𝐸′. Se prueba que 𝑓(𝐴) es un cerrado en 𝐸′ y que 𝑓−1(𝐵) 
es un cerrado en 𝐸. 



María Eva ASCHERI · Marisa REID 

104 | 
 

Como 𝑓 es continua, entonces 𝑓−1(𝐵) es un cerrado en 𝐸. Por otro 

lado, como 𝑓−1 es continua, entonces (𝑓−1)−1(𝐴) es un cerrado en 𝐸′ 
y como 𝑓 = (𝑓−1)−1, entonces 𝑓(𝐴) es un cerrado en 𝐸′. 

Recíprocamente, sea 𝑓: 𝐸 ⟶ 𝐸′ una función biyectiva y sean  

𝐴 ⊆ 𝐸 un cerrado en 𝐸 y 𝐵 ⊆ 𝐸′ un cerrado en 𝐸′. Entonces, por hipó-

tesis, 𝑓−1(𝐵) es un cerrado en 𝐸  y 𝑓(𝐴) es un cerrado en 𝐸′, de don-

de, resulta que 𝑓 es continua y usando que 𝑓 = (𝑓−1)−1 se obtiene que 

𝑓−1  es continua. Luego, 𝑓 es un homeomorfismo. 

 

Teorema 6. Todo espacio métrico es homeomorfo a un espacio 

métrico acotado. 

Demostración. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico. Se introduce la si-

guiente función 𝑑∗: 𝐸 × 𝐸 ⟶ ℝ  definida por  

𝑑∗(𝑥, 𝑦) = {
𝑑(𝑥, 𝑦) si  𝑑(𝑥, 𝑦) < 1

1        si      𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 1
 

El lector puede comprobar fácilmente que 𝑑∗ es una métrica sobre 

𝐸. 

Mediante la introducción de la distancia 𝑑∗ entre los puntos del es-

pacio 𝐸, se transforma este espacio métrico en un espacio métrico 𝐸∗. 
Se designa esta transformación por 𝑓; esto es, 𝑓: 𝐸 ⟶ 𝐸∗ definida por 

𝑓(𝑥) = 𝑥 para todo 𝑥 ∈ 𝐸, que es claramente una biyección. Restaría 

probar que 𝑓 y 𝑓−1 son continuas. Por el teorema 4, se sabe que una 

condición necesaria y suficiente para que 𝑓 sea un homeomorfismo es 

que  

lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑥0  si y solo si  lim𝑛→∞ 𝑓(𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥0). 

Supóngase que 𝑥𝑛
𝑛→∞
→   𝑥0. Como 

𝑓(𝑥𝑛) = 𝑥𝑛  y  𝑓(𝑥0)= 𝑥0, 

entonces, 𝑓(𝑥𝑛)
𝑛→∞
→   𝑓(𝑥0). 

Por otro lado, supóngase ahora que 𝑓(𝑥𝑛)
𝑛→∞
→   𝑓(𝑥0); pero como 

𝑓(𝑥𝑛) = 𝑥𝑛  y 𝑓(𝑥0)= 𝑥0, entonces 𝑥𝑛
𝑛→∞
→   𝑥0. 

Por lo tanto, 𝑓 es un homeomorfismo. Así, 𝐸 ≃ 𝐸∗.  
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Faltaría probar que 𝐸∗ es acotado. Sean 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸∗ . Se tiene que 

𝑑∗(𝑥, 𝑦) ≤ 1, de donde, 𝛿(𝐸∗) ≤ 1. En consecuencia, 𝐸∗ es un espacio 

métrico acotado. 

 

A continuación, se desarrollan ejemplos de homeomorfismos entre 

espacios métricos. 

 

Ejemplos 

1) La aplicación 𝑓: ℝ ⟶ ℝ dada por 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏, 𝑎 ≠ 0, para todo 𝑥 ∈ ℝ 

con la métrica usual es un homeomorfismo. 

 Evidentemente, 𝑓 es biyectiva y se define  𝑓−1: ℝ ⟶ ℝ me-

diante 

𝑓−1(𝑥) =
1

𝑎
𝑥 −

𝑏

𝑎
. 

 La continuidad de 𝑓 y 𝑓−1 es un resultado conocido de Análi-

sis, por lo tanto, 𝑓 es un homeomorfismo. 

 

2) En la recta real, los inter-

valos cerrados son homeomorfos.  

Para ello, se prueba que             

𝐸 =  [𝑎, 𝑏]  con 𝑎 <  𝑏 y        

𝐸′ =  [𝑐, 𝑑] con 𝑐 < 𝑑 son ho-

meomorfos (considerando ambos 

intervalos como subconjuntos del 

espacio métrico (ℝ, | |)). Basta 

considerar la función 𝑓: 𝐸 ⟶ 𝐸′     
definida por                           

𝑓(𝑥)  =   
𝑑−𝑐

𝑏 − 𝑎
(𝑥 − 𝑎) +  𝑐   

para todo 𝑥 ∈ 𝐸. Evidentemente, 𝑓 es biyectiva y continua. Además, 

su inversa 𝑓−1(𝑦) =
𝑏−𝑎

𝑑−𝑐
 (𝑦 − 𝑐) + 𝑎  también lo es. Luego, [𝑎, 𝑏] es 

homeomorfo a [𝑐, 𝑑]. 
 

3) Vale la misma afirmación anterior para dos intervalos abiertos 

cualesquiera de ℝ con la métrica usual; esto es, 

(𝑎, 𝑏) ≃ (𝑐, 𝑑). 
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4) La aplicación 𝑓: (−
𝜋

2
,
𝜋

2
) ⟶ ℝ 

(considerando en ambos casos la métrica usual) 

tal que 𝑓(𝑥) = tan(𝑥) para todo                    

𝑥 ∈ (−
𝜋

2
,
𝜋

2
)  es continua por ser cociente de 

funciones continuas, es biyectiva y también es 

continua su aplicación inversa               

𝑓−1(𝑦) = arctan (𝑦). Luego, 𝑓 es un homeo-

morfismo. Por lo tanto, (−
𝜋

2
,
𝜋

2
) ≃  ℝ. 

 

 

De 3) y 4) puede concluirse que la recta es homeomorfa a cual-

quier intervalo abierto; esto es, la recta es homeomorfa a un subespacio 

propio. 

 

 

4.3. Sucesiones de funciones. Convergencia uniforme 

 

Definición. Sean 𝑓1, 𝑓2 ,⋯ , 𝑓𝑛 , ⋯ una sucesión de funciones defi-

nidas en el espacio (𝐸, 𝑑) y con valores en (𝐸′, 𝑑′) y una función 

𝑓: 𝐸 ⟶ 𝐸′. Diremos que (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ es uniformemente convergente hacia 

el límite 𝑓 si:  

Dado 𝜀 >  0 existe 𝑘 ∈ ℕ tal que para todo 𝑛 > 𝑘 y 𝑥 ∈ 𝐸 se veri-

fica que 𝑑′(𝑓𝑛(𝑥), 𝑓(𝑥 )) <  𝜀 . 
Se escribe en este caso que  𝑓(𝑥) = lim𝑛→∞ 𝑓𝑛(𝑥) para todo 

𝑥 ∈ 𝐸. 
 

Se demostrará un teorema que es una generalización del conocido 

resultado de Análisis. 

 

Teorema 7. El límite de una sucesión de funciones continuas uni-

formemente convergente en un espacio métrico (𝐸, 𝑑) es una función 

continua. 

Demostración. Supóngase que (𝑓𝑛) es una sucesión de funciones 

continuas definidas en el espacio 𝐸 y con valores en el espacio(𝐸′, 𝑑′). 
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Sea 𝑓(𝑥) = lim𝑛→∞ 𝑓𝑛(𝑥). Se debe probar que 𝑓 es continua en cual-

quier punto 𝑥0 ∈ 𝐸. 

Sea entonces 𝜀 >  0 cualquiera. Entonces, existirá 𝑘 ∈ ℕ tal que 

para todo 𝑛 > 𝑘 es  

𝑑′(𝑓𝑛(𝑥), 𝑓(𝑥)) <  
𝜀
3⁄    cualquiera sea 𝑥 ∈ 𝐸. 

Si 𝑥 = 𝑥0, entonces esta última desigualdad también se puede es-

cribir 

𝑑′(𝑓𝑛(𝑥0), 𝑓(𝑥0)) <  
𝜀
3⁄   para todo 𝑛 > 𝑘. 

Como cada 𝑓𝑛 es continua en el punto 𝑥0 ∈ 𝐸, tomando 𝑛 > 𝑘 

existe 𝛿 >  0 tal que para todo  𝑥 ∈ 𝐸, 𝑑(𝑥, 𝑥0) <  𝛿 implica 

𝑑′(𝑓𝑛(𝑥), 𝑓𝑛(𝑥0))  <  
𝜀
3⁄  . 

Usando la desigualdad triangular, se deduce que para todo 𝑛 > 𝑘 

𝑑′(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥0)) ≤ 𝑑′(𝑓(𝑥), 𝑓𝑛(𝑥)) + 𝑑′(𝑓𝑛(𝑥), 𝑓𝑛(𝑥0)) +

 + 𝑑′(𝑓𝑛(𝑥0), 𝑓(𝑥0))  <  
𝜀
3⁄ + 𝜀 3⁄ + 𝜀 3⁄ = 𝜀   para todo 𝑥 ∈ 𝐸. 

Luego, 𝑑′(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥0)) < 𝜀 siempre que 𝑑(𝑥, 𝑥0) <  𝛿 para todo 

𝑥 ∈ 𝐸. 

 

 

4.4. Continuidad de funciones en productos cartesianos. 
Funciones de varias variables 

 

Sean (𝑋, 𝑑), (𝑌, 𝑑′) y (𝑊, 𝑑′′) espacios métricos arbitrarios. Con-

sidérese 𝑤 = 𝑓(𝑥, 𝑦), con 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌, 𝑤 ∈ 𝑊. Es claro que 𝑓 es 

una función de dos variables, 𝑥 e 𝑦. Pero se puede considerar a 𝑓 como 

una función de una variable, siendo esta variable 𝑧 = (𝑥, 𝑦), de domi-

nio en el producto cartesiano 𝑋 × 𝑌; es decir, 

𝑓:𝑋 × 𝑌 ⟶ 𝑊 

𝑧 ⟶ 𝑓(𝑧) 

Por la definición de continuidad de funciones de una variable, la 

función 𝑓 es continua en el punto 𝑧0 = (𝑥0, 𝑦0) si para toda             

𝑧𝑛 = (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ∈  𝑋 × 𝑌, 𝑛 ∈ ℕ, tal que 𝑧𝑛  
𝑛 → ∞  
→     𝑧0 implica  

𝑓(𝑧𝑛) 
𝑛 → ∞  
→     𝑓(𝑧0). 
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Puesto que 𝑧𝑛  
𝑛 → ∞  
→     𝑧0, o sea, (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) 

𝑛 → ∞  
→     (𝑥0, 𝑦0), por lo que 

se ha probado en el teorema 1 del capítulo 2, resulta que es equivalente 

a decir que  𝑥𝑛
𝑛→∞
→   𝑥0

 
e  𝑦𝑛

𝑛→∞
→   𝑦0.

 
Luego, 𝑓 es continua en el punto (𝑥0, 𝑦0) si para toda (𝑥𝑛 , 𝑦𝑛) ∈

 𝑋 × 𝑌,    𝑛 ∈ ℕ, tal que 𝑥𝑛
𝑛→∞
→   𝑥0

  
e   𝑦𝑛

𝑛→∞
→   𝑦0  entonces  

𝑓((𝑥𝑛 , 𝑦𝑛)) 
𝑛 → ∞  
→     𝑓((𝑥0, 𝑦0)). 

Similarmente se puede hacer para funciones de tres variables o, 

más generalmente, de cualquier número finito de variables. 

 

Proposición 1. Sea (𝐸, 𝑑)  un espacio métrico. La aplicación                                    

 𝑓 ∶ (𝐸 × 𝐸, 𝑑) ⟶ (ℝ, | |)  definida por 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑑(𝑥, 𝑦) es una 

función continua 

Demostración. Sean 𝜀 > 0  y  (𝑥𝑛 , 𝑦𝑛)𝑛∈ℕ ∈  𝐸 × 𝐸, 𝑛 ∈ ℕ, tal que 

𝑥𝑛
𝑛→∞
→   𝑥,  𝑦𝑛

𝑛→∞
→   𝑦  con 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸. 

Como 𝑥𝑛
𝑛→∞
→   𝑥, entonces existe 𝑛1(𝜀) ∈ ℕ  tal que para todo  

𝑛 > 𝑛1  es  𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥) <
𝜀
2⁄   y como  𝑦𝑛

𝑛→∞
→   𝑦, entonces existe 

𝑛2(𝜀) ∈ ℕ tal que para todo 𝑛 > 𝑛2 es  𝑑(𝑦𝑛 , 𝑦) <
𝜀
2⁄ . 

Se designa con 𝑛0 = max  {𝑛1, 𝑛2}. Entonces, para todo 𝑛 > 𝑛0  se 

tiene que 

|𝑑(𝑥𝑛 , 𝑦𝑛) − 𝑑(𝑥, 𝑦)| ≤ |𝑑(𝑥𝑛 , 𝑦𝑛) − 𝑑(𝑦𝑛 , 𝑥)| + |𝑑(𝑦𝑛 , 𝑥) − 𝑑(𝑥, 𝑦)|

≤  𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) +  𝑑(𝑦𝑛 , 𝑦) <
𝜀
2⁄ + 𝜀 2⁄ = 𝜀 

Por lo tanto, para todo 𝑛 > 𝑛0, resulta que                    
|𝑑(𝑥𝑛 , 𝑦𝑛) − 𝑑(𝑥, 𝑦)| < 𝜀. 

 

También se puede extender el concepto de continuidad de manera 

análoga a funciones de un número infinito de variables. Para ello, con-

sidérese primero lo siguiente. 

Sea {(𝑋𝑚 , 𝑑𝑚)}𝑚∈ℕ una familia de espacios métricos uniforme-

mente acotados; esto es, 

sup
𝑚∈ℕ

{𝛿(𝑋𝑚)} = sup
𝑚∈ℕ

{ sup
𝑥𝑚, 𝑦𝑚∈𝑋𝑚

{𝑑𝑚(𝑥𝑚 ,  𝑦𝑚)}} < ∞ 
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Se define la distancia entre dos puntos 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑚,⋯ ) e 

𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑚 ,⋯ ) del producto cartesiano infinito                   

𝑋1 × 𝑋2 ×⋯× 𝑋𝑚 ×⋯ = ∏ 𝑋𝑚𝑚∈ℕ  mediante la fórmula  

𝑑(𝑥, 𝑦) = ∑
1

2𝑚

∞

𝑚=1

𝑑𝑚(𝑥𝑚 ,  𝑦𝑚) 

Entonces, (∏ 𝑋𝑚𝑚∈ℕ , 𝑑) es un espacio métrico.  

Se probará en efecto que (∏ 𝑋𝑚𝑚∈ℕ , 𝑑) es un espacio métrico.  

Se sabe que 

sup𝑚∈ℕ{𝛿(𝑋𝑚)} = sup
𝑚∈ℕ

{sup𝑥𝑚, 𝑦𝑚∈𝑋𝑚{𝑑𝑚(𝑥𝑚 , 𝑦𝑚)}} <  ∞, 

es decir que  𝛿(𝑋𝑚) ≤ 𝑘 < ∞  para todo 𝑚 ∈ ℕ. De aquí, 

𝑑𝑚(𝑥𝑚, 𝑦𝑚)  ≤ 𝑘 < ∞ para todo 𝑚 ∈ ℕ. 

Recordemos que una sucesión monótona en ℝ converge si y solo 

si es acotada. Este resultado tiene una equivalencia inmediata para se-

ries. Una serie de términos no negativos converge si y solo si la  suce-

sión de sus sumas parciales está acotada superiormente (Ascheri y 

Reid, 2008, capítulo 5). 

Primero se analizará si 𝑑 está bien definida. En efecto, sea 

𝑆𝑛 = ∑
1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑥𝑚 ,

𝑛
𝑚=1  𝑦𝑚) la n-ésima suma parcial de la serie  

∑
1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑥𝑚 ,

∞
𝑚=1  𝑦𝑚). Se debe probar que esta serie converge, esto es, 

se debe probar que la sucesión de sumas parciales está acotada supe-

riormente. 

Como 
1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑥𝑚, 𝑦𝑚) ≥ 0 para todo 𝑚 ∈ ℕ, entonces, en este ca-

so, la sucesión de sumas parciales (𝑆𝑛) es creciente. 

Luego, para todo 𝑛 ∈ ℕ 

𝑆𝑛 = ∑
1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑥𝑚 ,

𝑛

𝑚=1

 𝑦𝑚) ≤ 𝑘 ∑
1

2𝑚
 

𝑛

𝑚=1

=
𝑘

2
∑

1

2𝑚−1
 ≤ 

𝑛

𝑚=1

𝑘

2
 2 = 𝑘 

pues 𝑡𝑛 = ∑
1

2𝑚−1
  𝑛

𝑚=1  es la n-ésima suma parcial de la serie geométri-

ca convergente  ∑
1

2𝑚−1
  ∞

𝑚=1  cuya suma es 2. De donde, para todo 

𝑛 ∈ ℕ,  ∑
1

2𝑚−1
 ≤ 𝑛

𝑚=1 2. 
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Por lo tanto, para todo 𝑛 ∈ ℕ,  𝑆𝑛 ≤ 𝑘, es decir que la sucesión de 

sumas parciales (𝑆𝑛) está acotada superiormente y se puede concluir 

que la serie de términos no negativos  ∑
1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑥𝑚,

∞
𝑚=1  𝑦𝑚) es con-

vergente. 

Se probará ahora la condición d1) de la definición de espacio mé-

tricos.  

Sean 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  tales que  𝑥 = 𝑦. Entonces, (𝑥1 , 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑚 ,⋯ ) =
 = (𝑦1, 𝑦2,⋯ , 𝑦𝑚 ,⋯ ), de donde, en particular, 𝑥𝑚 = 𝑦𝑚, para todo 

𝑚 ∈ ℕ. Como, por hipótesis, 𝑑𝑚 son métricas, resulta que 

𝑆𝑛 = ∑
1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑥𝑚 ,

𝑛
𝑚=1  𝑦𝑚) = 0, para todo 𝑛 ∈ ℕ. 

Por consiguiente, lim𝑛→∞ 𝑆𝑛 = 0, es decir que la n-ésima suma 

parcial de la serie ∑
1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑥𝑚,

∞
𝑚=1  𝑦𝑚) converge a cero y, por lo tan-

to, la serie ∑
1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑥𝑚 ,

∞
𝑚=1  𝑦𝑚) es convergente y tiene suma cero. 

Luego,  𝑑(𝑥, 𝑦) = 0. 

Por otro lado, supóngase que  𝑑(𝑥, 𝑦) = 0. Ello implica que  

∑
1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑥𝑚 ,

∞
𝑚=1  𝑦𝑚) = 0, 

lo que significa que la sucesión de sumas parciales (𝑆𝑛), con            

𝑆𝑛 = ∑
1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑥𝑚 ,

𝑛
𝑚=1  𝑦𝑚), converge a cero, es decir que 

lim𝑛→∞ 𝑆𝑛 = 0. La sucesión (𝑆𝑛) es creciente, por lo cual todos los 

términos no exceden a su límite, es decir, para todo 𝑛,                       

0 ≤ 𝑆𝑛 ≤ lim𝑛→∞ 𝑆𝑛 = 0 y entonces, 𝑆𝑛 = 0, para todo 𝑛 ∈ ℕ. De 

donde resulta que, para todo 𝑛 ∈ ℕ 𝑆𝑛 = ∑
1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑥𝑚,

𝑛
𝑚=1  𝑦𝑚) = 0 y, 

por ser 𝑑𝑚 métrica, 𝑑𝑚(𝑥𝑚 , 𝑦𝑚) = 0, para 𝑚 = 1, 2,⋯ , 𝑛  y para todo 

𝑛 ∈ ℕ, por lo tanto, 𝑥 = 𝑦. 
Para la condición d2). Como para todo 𝑛 ∈ ℕ  

𝑆𝑛 = ∑
1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑥𝑚 ,

𝑛
𝑚=1  𝑦𝑚) = ∑

1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑦𝑚 , 𝑥𝑚

𝑛
𝑚=1 ), 

pues 𝑑𝑚 es métrica, entonces pasando al límite para 𝑛 → ∞, ya que 

ambas series son convergentes y, por lo tanto, existe el lim𝑛→∞ 𝑆𝑛 ,  se 

obtiene que 

𝑆𝑛
  𝑛→∞  
→    ∑

1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑥𝑚 ,

∞

𝑚=1

 𝑦𝑚) 
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y  

𝑆𝑛
  𝑛→∞  
→    ∑

1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑦𝑚 , 𝑥𝑚

∞

𝑚=1

). 

Luego, por unicidad del límite de una sucesión  

∑
1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑥𝑚,

∞
𝑚=1  𝑦𝑚) = ∑

1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑦𝑚 , 𝑥𝑚

∞
𝑚=1 ), es decir, 

  𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥). 

Para la condición d3). Sean 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 con 𝑥 =  (𝑥1, 𝑥2, ⋯  ,
, 𝑥𝑚, ⋯ ), 𝑦 =  (𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑚 ,⋯ ) y 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2,⋯ , 𝑧𝑚 ,⋯ ) 

Para todo 𝑛 ∈ ℕ, se sabe que 

∑
1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑥𝑚 ,

𝑛

𝑚=1

 𝑦𝑚) ≤ ∑
1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑥𝑚 ,

𝑛

𝑚=1

 𝑧𝑚) + ∑
1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑧𝑚 ,

𝑛

𝑚=1

 𝑦𝑚) 

por ser 𝑑𝑚 métrica. 

Se sabe que ∑
1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑥𝑚 ,

∞
𝑚=1  𝑧𝑚)   y  ∑

1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑧𝑚 ,

∞
𝑚=1  𝑦𝑚) son 

series convergentes, es decir que tienen suma 𝑆′ y𝑆′′, por ser las suce-

siones de sumas parciales crecientes. 

De aquí, para todo 𝑛 ∈ ℕ, 

∑
1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑥𝑚,

𝑛
𝑚=1  𝑧𝑚) + ∑

1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑧𝑚 ,

𝑛
𝑚=1  𝑦𝑚)  ≤ 𝑆′ + 𝑆′′. 

Luego, 

𝑆𝑛 = ∑
1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑥𝑚 ,

𝑛
𝑚=1  𝑦𝑚) ≤  𝑆′ + 𝑆′′,   para todo 𝑛 ∈ ℕ. 

De este modo,  (𝑆𝑛)  es una sucesión creciente acotada superior-

mente por el número 𝑆′ + 𝑆′′ y, por tanto, la serie 

∑
1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑥𝑚 ,

∞
𝑚=1  𝑦𝑚) es convergente y su suma no puede exceder esa 

cota; esto es,  

𝑆 ≤  𝑆′ + 𝑆′′, siendo 𝑆 la suma de serie ∑
1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑥𝑚,

∞
𝑚=1  𝑦𝑚). 

Por lo tanto,  

∑
1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑥𝑚 ,

∞

𝑚=1

 𝑦𝑚) ≤ ∑
1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑥𝑚 ,

∞

𝑚=1

 𝑧𝑚) + ∑
1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑧𝑚 ,

∞

𝑚=1

 𝑦𝑚) 
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Luego, 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) 

Se concluye que (∏ 𝑋𝑚𝑚∈ℕ , 𝑑) es un espacio métrico. 

 

Teorema 8. Con las hipótesis anteriores, sean                           

𝑥𝑛 = (𝑥1𝑛 , 𝑥2𝑛 ,⋯ , 𝑥𝑚𝑛 ,⋯ ) para 𝑛 = 1,2,⋯ puntos del espacio 

∏ 𝑋𝑚𝑚∈ℕ  dotado de la métrica 𝑑. La condición necesaria y suficiente 

para que la sucesión (𝑥𝑛) converja a 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑚 ,⋯ ) es que 

lim𝑛→∞ 𝑥𝑚𝑛 =𝑥𝑚 ,  para  𝑚 = 1,2,⋯; es decir  

𝑥𝑛
𝑛→∞
→   𝑥      si y solo si    𝑥𝑚𝑛 𝑛→∞

→   𝑥𝑚 ,  𝑚 ∈ ℕ. 

Demostración. Supóngase que 𝑥𝑛
𝑛→∞
→   𝑥. Sea 𝜀 > 0 y 𝑚 ∈ ℕ. En-

tonces, para un 𝑚 fijo existe 𝑛0(𝜀) ∈  ℕ tal que 𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥) <
𝜀

2𝑚
  cual-

quiera sea 𝑛 > 𝑛0. 
Como  

1

2𝑚
𝑑𝑚(𝑥𝑚𝑛,  𝑥𝑚) ≤  𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥) = ∑

1

2𝑚
∞
𝑚=1 𝑑𝑚(𝑥𝑚𝑛,  𝑥𝑚) <

𝜀

2𝑚
  para 

todo  𝑛 > 𝑛0, entonces 

𝑑𝑚(𝑥𝑚𝑛 ,  𝑥𝑚) < 𝜀  siempre que 𝑛 > 𝑛0. 

Esto significa que  𝑥𝑚𝑛 𝑛→∞
→   𝑥𝑚 , 𝑚 ∈ ℕ. 

Recíprocamente, por hipótesis, 𝑥𝑚𝑛 𝑛→∞
→   𝑥𝑚 ,  𝑚 ∈ ℕ. Sea 𝜀 > 0 y 

fijemos 𝑖 ∈ ℕ tal que, por la propiedad arquimedeana,   
1

2𝑖
< 𝜀. 

Como se sabe que 𝑥𝑚𝑛 𝑛→∞
→   𝑥𝑚 ,  𝑚 ∈ ℕ, se considera que esto es 

cierto para 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑖. Luego, existe 𝑛0(𝜀) ∈  ℕ tal que para todo 

𝑛 > 𝑛0  se verifican las siguientes desigualdades 

𝑑1(𝑥1𝑛 ,  𝑥1) < 𝜀, 𝑑2(𝑥2𝑛,  𝑥2) < 𝜀, ⋯ , 𝑑𝑖(𝑥𝑖𝑛,  𝑥𝑖) < 𝜀, 

siendo  

𝑛0 = max {𝑛1, 𝑛2,⋯ , 𝑛𝑖} =  max1≤𝑚≤𝑖{𝑛𝑚}. 

Por lo tanto, para todo 𝑛 > 𝑛0 

𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥) = ∑
1

2𝑚
∞
𝑚=1 𝑑𝑚(𝑥𝑚𝑛, 𝑥𝑚) =  ∑

1

2𝑚
𝑖
𝑚=1 𝑑𝑚(𝑥𝑚𝑛 , 𝑥𝑚) + 

+ ∑
1

2𝑚
∞
𝑚=𝑖+1 𝑑𝑚(𝑥𝑚𝑛, 𝑥𝑚)  < ∑

𝜀

2𝑚
𝑖
𝑚=1 +∑

𝛿(𝑋𝑚)

2𝑚
∞
𝑚=𝑖+1 <  𝜀 + 𝜌 𝜀 
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Luego, para todo 𝑛 > 𝑛0 

𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥) < 𝜀(1 + 𝜌),  

de donde, sigue que 

𝑥𝑛
𝑛→∞
→   𝑥. 

 

Nota. Se prueban las siguientes desigualdades usadas en la demos-

tración del teorema  anterior: 

∑
1

2𝑚
𝑖
𝑚=1 𝑑𝑚(𝑥𝑚𝑛 , 𝑥𝑚) < 𝜀    y    ∑

1

2𝑚
∞
𝑚=𝑖+1 𝑑𝑚(𝑥𝑚𝑛 , 𝑥𝑚) < 𝜌𝜀 

En virtud de que existe 𝑛0(𝜀) ∈  ℕ tal que para todo 𝑛 > 𝑛0 se ve-

rifican las siguientes desigualdades 

𝑑1(𝑥1𝑛 ,  𝑥1) < 𝜀, 𝑑2(𝑥2𝑛,  𝑥2) < 𝜀, ⋯ , 𝑑𝑖(𝑥𝑖𝑛,  𝑥𝑖) < 𝜀, 

se tiene que 

∑
1

2𝑚

𝑖

𝑚=1

𝑑𝑚(𝑥𝑚𝑛, 𝑥𝑚) < ∑
𝜀

2𝑚

𝑖

𝑚=1

=
𝜀

2
∑

1

2𝑚−1

𝑖

𝑚=1

≤
𝜀

2
 2 = 𝜀,  

pues  𝑡𝑖 = ∑
1

2𝑚−1
𝑖
𝑚=1  es la i-ésima suma parcial de la serie geométrica 

que tiene suma 2. De donde, para todo 𝑖 ∈ ℕ,    ∑
1

2𝑚−1
𝑖
𝑚=1 ≤ 2, ya que 

la sucesión de sumas parciales (𝑡𝑖) es creciente, por lo tanto, sus tér-

minos no exceden a su límite para cada 𝑖 ∈ ℕ. 

Por otro lado, por hipótesis, 𝛿(𝑋𝑚) ≤ 𝜌 < ∞, para todo 𝑚 ∈ ℕ. 

Por lo tanto, 

∑
1

2𝑚

∞

𝑚=𝑖+1

𝑑𝑚(𝑥𝑚𝑛, 𝑥𝑚) ≤ ∑
1

2𝑚

∞

𝑚=𝑖+1

 𝛿(𝑋𝑚) ≤ ∑
1

2𝑚

∞

𝑚=𝑖+1

 𝜌 =

= 𝜌 ∑
1

2𝑚+𝑖

∞

𝑚=1

=
𝜌

2𝑖
∑

1

2𝑚

∞

𝑚=1

==
𝜌

2𝑖
[∑

1

2𝑚

∞

𝑚=0

− 1] <

<  𝜌𝜀 [
1

1 −
1
2

− 1] = 𝜌𝜀. 

Luego, 
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∑
1

2𝑚
 𝑑𝑚(𝑥𝑚𝑛 , 𝑥𝑚) <

∞

𝑚=𝑖+1

𝜌𝜀 

 

Teorema 9. Sea 𝑦 = 𝑓(𝑥) con 𝑥 ∈ ∏ 𝑋𝑚𝑚∈ℕ , es decir,               

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑚 ,⋯ ) y 𝑥𝑚 ∈ 𝑋𝑚 , 𝑚 ∈ ℕ . Una condición necesaria 

y suficiente para que la función 𝑓 sea continua en el punto               

𝑥0 = (𝑥10 , 𝑥20, ⋯ , 𝑥𝑚0,⋯ ) es que 𝑥𝑚𝑛 𝑛→∞
→   𝑥𝑚0, 𝑚 ∈ ℕ implique 

𝑓(𝑥𝑛) 
𝑛 → ∞  
→     𝑓(𝑥0)  con  𝑥𝑛 = (𝑥1𝑛 , 𝑥2𝑛 ,⋯ , 𝑥𝑚𝑛, ⋯ ). 

Demostración. Surge de manera inmediata del teorema 8 y de la 

definición de continuidad. En efecto, supóngase que                         

 𝑥𝑚𝑛 𝑛→∞
→   𝑥𝑚0, 𝑚 ∈ ℕ. Por el teorema 8, 𝑥𝑛

𝑛→∞
→   𝑥0 y, por ser 𝑓 conti-

nua, 𝑓(𝑥𝑛) 
𝑛 → ∞  
→     𝑓(𝑥0). 

Recíprocamente, sea 𝑥𝑛
𝑛→∞
→   𝑥0, entonces, por el teorema 8, 

 𝑥𝑚𝑛 𝑛→∞
→   𝑥𝑚0, 𝑚 ∈ ℕ. Por hipótesis, 𝑓(𝑥𝑛) 

𝑛 → ∞  
→     𝑓(𝑥0). Por lo 

to, 𝑓 es continua en 𝑥0. 
 

Se considera ahora una función cuyos valores (y no sus variables) 

pertenecen a un producto cartesiano. Esto es, 

𝑓: 𝑇 ⟶ 𝑋 × 𝑌 

𝑡 ⟶ (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) 

donde  𝑥: 𝑇 ⟶ 𝑋   e   𝑦: 𝑇 ⟶ 𝑌. 

 

Teorema 10. Una condición necesaria y suficiente para que la 

función 𝑓 sea continua es que las funciones 𝑥 e 𝑦 sean continuas.  

Demostración. Supóngase que 𝑓 es continua y probemos que 

𝑥: 𝑇 ⟶ 𝑋  e  𝑦: 𝑇 ⟶ 𝑌 son funciones continuas. 

Sea (𝑡𝑛) ⊆ 𝑇 tal que 𝑡𝑛
𝑛→∞
→   𝑡. Entonces, 𝑓(𝑡𝑛) 

𝑛 → ∞  
→     𝑓(𝑡), por 

ser 𝑓 continua. Luego, (𝑥(𝑡𝑛), 𝑦(𝑡𝑛))
𝑛→∞
→   (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), de donde, 

𝑥(𝑡𝑛)
𝑛→∞
→   𝑥(𝑡)  e   𝑦(𝑡𝑛)

𝑛→∞
→   𝑦(𝑡). Por lo tanto, 𝑥 e 𝑦 son funciones 

continuas. 

Supóngase que 𝑥 e 𝑦 son funciones continuas y probemos que  
𝑓: 𝑇 ⟶ 𝑋 × 𝑌 es continua. Sea (𝑡𝑛) ⊆ 𝑇 tal que 𝑡𝑛

𝑛→∞
→   𝑡. Como 𝑥 e 𝑦 
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son funciones continuas, entonces 𝑥(𝑡𝑛)
𝑛→∞
→   𝑥(𝑡) e 𝑦(𝑡𝑛)

𝑛→∞
→   𝑦(𝑡). 

Luego, (𝑥(𝑡𝑛), 𝑦(𝑡𝑛))
𝑛→∞
→   (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)). Por lo tanto, 

𝑓(𝑡𝑛) 
𝑛 → ∞  
→     𝑓(𝑡), es decir, 𝑓 es continua.  

 

Sea  𝑓: 𝑇 ⟶ ∏ 𝑋𝑚𝑚∈ℕ  tal que  

𝑓(𝑡) =  (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), ⋯ , 𝑥𝑚(𝑡),⋯ ) 

donde para cada  𝑚 ∈ ℕ, 𝑥𝑚: 𝑇 ⟶ 𝑋𝑚. 

 

Teorema 11. Una condición necesaria y suficiente para que la 

función 𝑓 sea continua es que las funciones 𝑥𝑚 sean continuas, para 

𝑚 ∈ ℕ. 

Demostración. Supóngase que 𝑓 es continua y sea (𝑡𝑛) ⊆ 𝑇 tal que 

𝑡𝑛
𝑛→∞
→   𝑡. Entonces, 𝑓(𝑡𝑛) 

𝑛 → ∞  
→     𝑓(𝑡); esto es,  

(𝑥1(𝑡𝑛), 𝑥2(𝑡𝑛),⋯ , 𝑥𝑚(𝑡𝑛),⋯ )
𝑛 → ∞  
→    (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), ⋯ , 𝑥𝑚(𝑡),⋯ ), 

para 𝑚 ∈ ℕ. Luego, por el teorema 8, resulta 

𝑥𝑚(𝑡𝑛)
𝑛 → ∞  
→    𝑥𝑚(𝑡),  para 𝑚 ∈ ℕ 

de donde, las funciones 𝑥𝑚, 𝑚 ∈ ℕ son continuas. 

Recíprocamente, supóngase que las funciones 𝑥𝑚, 𝑚 ∈ ℕ son con-

tinuas y sea (𝑡𝑛) ⊆ 𝑇 tal que 𝑡𝑛
𝑛→∞
→   𝑡. Entonces, 𝑥𝑚(𝑡𝑛)

𝑛 → ∞  
→    𝑥𝑚(𝑡), 

para 𝑚 ∈ ℕ. 
Luego, por el teorema 8, 

(𝑥1(𝑡𝑛), 𝑥2(𝑡𝑛),⋯ , 𝑥𝑚(𝑡𝑛),⋯ )
𝑛 → ∞  
→    (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), ⋯ , 𝑥𝑚(𝑡), ⋯ ), 

de donde, 𝑓(𝑡𝑛) 
𝑛 → ∞  
→     𝑓(𝑡). Esto es, la función 𝑓 es continua. 

 

 

4.5. Ejercicios propuestos  
 

1. Sean f  y g  funciones reales definidas en un espacio métrico 

 d,E  continuas en el punto Ex 0 . Pruebe que gf   y gf   son 

funciones continuas en 0x . Además, si   00 xg  pruebe que el co-
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ciente g/f  es continuo en 0x (donde se supone que   0xg , para 

todo Ex , pues sino g/f  no estaría definido). 

Deduzca que las funciones polinomiales y las funciones racionales 

reales definidas en ℝ  son continuas. 

 

2. Considere la función 𝑓: (ℝ2, 𝑑2) ⟶ (ℝ, | |) definida por: 

 𝑓(𝑥, 𝑦) = {

𝑥 𝑦

𝑥2 + 𝑦2
          (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0)

0                      (𝑥, 𝑦) = (0,0)
 

Pruebe que 𝑓  no es continua en (0,0). 
 

3. Definición. Sea 𝑓: (𝐸, 𝑑) ⟶ (𝐸′, 𝑑′) una función que verifica 

que: 

00    tal que la condición   'x,xd  implica 

     'xf,xf'd , cualesquiera sean 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝐸.  Entonces, se dice que 

f  es uniformemente continua en 𝐸. 

Pruebe que la composición de funciones uniformemente continuas 

es una función uniformemente continua. 

 

4. Dé un ejemplo de una función continua que no sea uniforme-

mente continua. 

 
5. Sea (𝐸, 𝑑)  un espacio métrico y 𝐴 ⊆ 𝐸, 𝐴 no vacío. Pruebe que 

la función que aplica x en ),( Axd  es uniformemente continua. (Se 

considera ℝ con la métrica usual). 

 

6. Sean (𝐸, 𝑑)  y (𝐸′, 𝑑′)  dos espacios métricos y sea  𝑓: 𝐸 ⟶ 𝐸′. 
Pruebe que son equivalentes las siguientes condiciones: 

(a) f  es continua. 

(b) Para todo abierto  𝐵 ⊆ 𝐸′  es  Bf 1
 un conjunto abierto de 𝐸. 

(c) Para todo conjunto  𝐴 ⊆ 𝐸 es 𝑓(𝐴) ⊆ 𝑓(𝐴). 

(d) Para todo conjunto  𝐵 ⊆ 𝐸′  es 𝑓−1(𝐵) ⊆  𝑓−1(𝐵). 



ESPACIOS MÉTRICOS 

| 117 

 

7. (a) Sea 𝑓: (𝐸, 𝑑) ⟶ (𝐸′, 𝑑′). Pruebe que f  es continua si y so-

lo si para todo 𝐵 ⊆ 𝐸′  se verifica que   


)()( 11 BfBf   . 

(b) Muestre que el correspondiente enunciado dado en el apar-

tado (a) para 𝑓 no es válido, es decir, “𝑓 es continua si y solo si 

  )()(



AfAf   para todo subconjunto 𝐴 de 𝐸” es falso. 

 

8. (a) Si  TdE,  es el espacio métrico discreto y (𝐸′, 𝑑′) es un 

espacio métrico arbitrario, pruebe que toda aplicación       

𝑓:  TdE, ⟶ (𝐸′, 𝑑′)  es continua. 

(b) En las condiciones del apartado (a), describa las aplicacio-

nes continuas 𝑓: (𝐸′, 𝑑′) ⟶  TdE, .
 

 

9. Sea (𝐸, 𝑑)  un espacio métrico, 𝐴 ⊆ 𝐸, 𝐴 no vacío y 𝑟 > 0 un 

número real. Pruebe que: 

(a)     rA,xdXx   :  es cerrado en 𝐸. 

(b)   rA,xdXx   :  es abierto en 𝐸. 

(c)     rA,xdXx   :  es cerrado en 𝐸. 

 

10. Sean 𝑓, 𝑔 ∶  (𝐸, 𝑑) ⟶ ( ℝ, | |) dos aplicaciones continuas. 

Pruebe que el conjunto {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)} es un conjunto cerrado 

en 𝐸.  

Deduzca que si 𝑓 y 𝑔 coinciden  sobre un denso, entonces 𝑓 = 𝑔 

en todo el espacio. 

 

*11. Definición. Si  𝐴 ⊆ 𝐸 y 𝑓 es una función definida en 𝐸, la 

restricción de 𝑓 a A  es la función cuyo dominio de definición es 𝐴  tal 

que: 

𝑔(𝑝) = 𝑓(𝑝)  para todo 𝑝 ∈ 𝐴 

Notación:𝑔 = 𝑓/𝐴. 

(a)  Sea 𝑓: (𝐸, 𝑑) ⟶ (𝐸′, 𝑑′) una función continua. Pruebe que si 

𝐴 ⊆ 𝐸  entonces 𝑓/𝐴 es continua. 
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(b) Si  𝑓: (𝐸, 𝑑) ⟶ (𝐸′, 𝑑′) es tal que la restricción a un subes-

pacio 𝐴 ⊆ 𝐸  es continua entonces, ¿ f es continua? 

 

*12. (a) Pruebe que para cada par de conjuntos no vacíos, cerrados 

y disjuntos A  y B  de un espacio métrico (𝐸, 𝑑) existen conjuntos 

WV ,  abiertos y disjuntos tales que WBVA  , . 

Sugerencia: Considere 𝑓: 𝐸 ⟶ ℝ tal que ),(),()( AxdBxdxf  . 

De este modo los pares de conjuntos cerrados y disjuntos pueden ser 

cubiertos por pares de conjuntos abiertos y disjuntos. Esta propiedad 

de los espacios métricos se llama normalidad. 

(b) Muestre que es posible reemplazar en (a) la hipótesis que 

los conjuntos A  y B  sean cerrados y disjuntos por otra más débil, 

concretamente que  𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ = 𝐴 ∩ 𝐵. 

 

13. Sea  𝑓: (𝐸, 𝑑) ⟶ (𝐸′, 𝑑′) un homeomorfismo. Pruebe que: 

(a)    Af  es abierto en 𝐸′ A  es abierto en 𝐸. 

(b)  Af  es cerrado en 𝐸′ A  es cerrado en 𝐸. 

(c)   𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐴) para todo 𝐴 ⊆ 𝐸. 

(d)   


AfAf 







 para todo 𝐴 ⊆ 𝐸. 

 

14. Pruebe que toda isometría es un homeomorfismo. ¿Es válida 

la recíproca? 

 

15. Sea 𝑓: (ℝ, | |) ⟶ ((−1,1), | |) definida por  
x

x
xf




1
. 

Pruebe que f es un homeomorfismo. Concluya que cualquier intervalo 

abierto (con la métrica del subespacio inducida por la usual) es ho-

meomorfo a la recta real. 
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16. Sean  dE, ,  ',' dE  y  "," dE  espacios métricos. Se consi-

deran las aplicaciones  𝑓: 𝐸 ⟶ 𝐸′, 𝑔:𝐸′⟶ 𝐸′′, donde  𝑓 es continua y 

sobreyectiva, 𝑔 es continua  y 𝑔 ∘ 𝑓 es homeomorfismo. Pruebe que  𝑓 

y 𝑔 son homeomorfismos. 

 

17. Analice si las siguientes propiedades son verdaderas o falsas: 

(a)  Sea    ',', dEdE:f   un homeomorfismo. 𝐸 es acota-

do si y solo si 𝐸′  lo es. 

(b) Sea    ',', dEdE:f   continua en EA . Si  𝑥 es un 

punto clausura de  𝐴, entonces 𝑓(𝑥) es un punto clausura de 𝑓(𝐴). 

(c) Sea    'd,'Ed,Ef :  un homeomorfismo y ED   

denso en  dE, . Entonces,  Df  es denso en  ',' dE  

(d) Sea    ',', dEdE:f   continua. EU   es abierto en 

 dE,  sí y solo si  Uf  es abierto en  ',' dE . 
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Capítulo 5 
 

 

 
 

Sucesiones de Cauchy. Espacios Métricos 
Completos. Espacios Métricos Separables 
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5.1. Sucesiones de Cauchy. Espacios métricos completos 
 

Se introducen las sucesiones de Cauchy que se relacionan con las 

sucesiones convergentes (Ascheri y Reid, 2008). En el caso de que 

ambos conceptos sean equivalentes, se trata de un espacio métrico 

completo. Se estudian algunas interesantes propiedades como el teo-

rema de encaje de Cantor y el teorema de Baire. Se concluye este capí-

tulo definiendo el concepto de espacio métrico separable y demostran-

do sus propiedades más relevantes. 

 

Definición. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y sea (𝑥𝑛) una suce-

sión de puntos de 𝐸. Se dice que (𝑥𝑛) es una sucesión de Cauchy si 

para todo 𝜀 > 0 existe 𝑛0(𝜀) ∈ ℕ tal que para todo 𝑚, 𝑛 > 𝑛0 es 

𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥𝑚) < 𝜀, es decir, los términos de la sucesión se aproximan arbi-

trariamente entre sí a medida que los índices crecen. 

 

Teorema 1. Toda sucesión convergente en un espacio métrico 

(𝐸, 𝑑) es una sucesión de Cauchy. 

Demostración. Sea (𝑥𝑛) una sucesión de puntos de 𝐸 convergente 

a un punto 𝑥0 ∈ 𝐸. Entonces, para todo 𝜀 > 0 existe 𝑛0(𝜀) ∈ ℕ tal que 

para todo 𝑚,𝑛 > 𝑛0 se verifica la desigualdad 

𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥0) < 𝜀 2⁄ . 

Para cualquier otro punto 𝑥𝑚 de la misma sucesión con tal que  
𝑚 > 𝑛0 se cumplirá también que  

𝑑(𝑥𝑚 , 𝑥0)  <  𝜀 2.⁄  

Luego, usando la desigualdad triangular, resulta que para todo 

𝑚,𝑛 > 𝑛0 
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𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥𝑚) ≤  𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥0) +  𝑑(𝑥0, 𝑥𝑚) <  𝜀 2⁄ + 𝜀 2⁄ = 𝜀 

lo cual  implica que (𝑥𝑛) es una sucesión de Cauchy. 

 

Observación  
En general, la recíproca del teorema anterior no es cierta. En 

𝐸 = (0,1) con la métrica usual inducida por ℝ, considérese la sucesión   

𝑥𝑛 =
1

𝑛
   (𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 > 1) 

La sucesión (𝑥𝑛) = (
1

2
,
1

3
, ⋯ ,

1

𝑛
,⋯ ) es de Cauchy en ((0, 1), | |). 

En efecto, sea 𝜀 > 0 y supóngase que 𝑚 > 𝑛. Entonces, 

|
1

𝑛
 − 

1

𝑚
| ≤ |

1

𝑛
| + |

1

𝑚
| =  

1

𝑛
+ 
1

𝑚
< 
1

𝑛
+ 
1

𝑛
=  
2

𝑛
 

Para 𝜀 > 0 dado, por la propiedad arquimedeana, se puede elegir 

𝑛0 ∈ ℕ tal que 
2

𝑛0
 <  𝜀 . Luego, si 𝑚 > 𝑛0  y  𝑛 > 𝑛0 se tiene que 

|
1

𝑛
 −  

1

𝑚
| <  

2

𝑛
<

2

𝑛0
 <  𝜀. 

Pero esta sucesión no converge a un punto de 𝐸 = (0,1), pues 

𝑥𝑛     𝑛→∞   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 0  y   0 ∉ 𝐸 = (0,1). 
 

Definición. Se dice que un espacio métrico (𝐸, 𝑑) es completo si 

toda sucesión de Cauchy (𝑥𝑛) de puntos de 𝐸 es convergente en 𝐸, es 

decir, existe un punto 𝑥 ∈ 𝐸 tal que 𝑥 = lim𝑛→∞ 𝑥𝑛. 

 

Ejemplos 

1) ((0, 1), | |) no es espacio métrico completo. 

 

2) (ℝ, | |) es un espacio métrico completo. 

Se probará primero que toda sucesión de Cauchy (𝑥𝑛) de números 

reales es acotada. En efecto, como la sucesión (𝑥𝑛) de números reales 

es una sucesión de Cauchy entonces, para 𝜀 = 1 existe 𝑛0(1) ∈ ℕ tal 

que para todo 𝑛,𝑚 > 𝑛0 se verifica que |𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| < 1. 

Se toma 𝑚 = 𝑛0 + 1. Entonces, |𝑥𝑛 − 𝑥𝑛0+1| < 1 para todo 

𝑛 > 𝑛0, de donde, 𝑥𝑛 ∈ (𝑥𝑛0+1 − 1, 𝑥𝑛0+1 + 1) para todo 𝑛 > 𝑛0. 
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Luego, solo resta acotar un número finito de términos de la sucesión 
(𝑥𝑛). 

Sean 

 𝛼 = 𝑚á𝑥{𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛0, 𝑥𝑛0+1 + 1} 

y 

𝛽 = 𝑚í𝑛{𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛0, 𝑥𝑛0+1 − 1}. 

Entonces, 𝛼 es una cota superior del dominio de valores {𝑥𝑛}𝑛∈ℕ 

de la sucesión (𝑥𝑛) y 𝛽 es una cota inferior. Es decir, 𝛽 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝛼 para 

todo 𝑛 ∈ ℕ. Por lo tanto, (𝑥𝑛) es una sucesión acotada de números 

reales. 

Sea 𝑦𝑛 = 𝑠𝑢𝑝{𝑥𝑚:𝑚 ≥ 𝑛}, que existe pues (𝑥𝑛) es una sucesión 

de números reales acotada. 

Es claro que 𝑦1 ≥  𝑦2 ≥  ⋯  ≥  𝑦𝑛 ≥ ⋯ y además, (𝑦𝑛) es una su-

cesión acotada inferiormente, pues 𝑥𝑚 ≤ 𝑦𝑛 para todo 𝑚 ≥ 𝑛 y (𝑥𝑛) 
está acotada inferiormente. Luego, (𝑦𝑛) es una sucesión decreciente de 

números reales acotada inferiormente, de donde, (𝑦𝑛) es convergente 

en ℝ. Sea 𝑎 ∈ ℝ  tal que 𝑎 = lim𝑛→∞ 𝑦𝑛. 

Entonces, para todo 𝜀 > 0 existe 𝑛1(𝜀) ∈ ℕ tal que para todo         

𝑛 > 𝑛1 es  |𝑦𝑛 −  𝑎| <  𝜀 3⁄   y, por ser (𝑥𝑛) una sucesión de Cauchy, 

existe 𝑛2(𝜀) ∈ ℕ tal que para todo  𝑛, 𝑚 > 𝑛2 es |𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| < 𝜀 3⁄ . 
Considérese 𝑛0 = 𝑚á𝑥{𝑛1, 𝑛2}. Luego, para todo 𝑛,𝑚 > 𝑛0 se ve-

rifican las desigualdades 
|𝑦𝑛 −  𝑎|  <  𝜀 3⁄      y    |𝑥𝑛 − 𝑥𝑚|  <  𝜀 3⁄ .  

Por otro lado, como  𝑦𝑛 = 𝑠𝑢𝑝{𝑥𝑚:𝑚 ≥ 𝑛}, dado 𝜀 >  0 existe 

𝑚1 ≥ 𝑛  tal que 𝑦𝑛 −
𝜀

3
 < 𝑥𝑚1  ≤ 𝑦𝑛; esto es, |𝑥𝑚1 − 𝑦𝑛| <

𝜀

3
  para 

algún   𝑚1 ≥ 𝑛 > 𝑛0. 
Luego, de la desigualdad triangular, se obtiene que para todo     

𝑛 > 𝑛0 
|𝑥𝑛 − 𝑎| ≤ |𝑥𝑛 − 𝑥𝑚1| + |𝑥𝑚1 − 𝑦𝑛| + |𝑦𝑛 −  𝑎| <

𝜀

3
+
𝜀

3
+
𝜀

3
= 𝜀. 

lo cual implica que  lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑎 ∈ ℝ. 

 

Proposición 1. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico completo y sea 𝐹 un 

subconjunto no vacío de 𝐸. Entonces, (𝐹, 𝑑) es un espacio métrico 

completo si y solo si 𝐹 es un conjunto cerrado en (𝐸, 𝑑). 

http://es.wikipedia.org/wiki/Conjunto_cerrado
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Demostración. Supóngase que (𝐹, 𝑑) es completo. Se prueba que 

𝐹 es cerrado comprobando que  𝐹 ⊆ 𝐹. 

Sea 𝑥 ∈ 𝐹. Entonces, existe (𝑥𝑛) con 𝑥𝑛 ∈ 𝐹 para todo 𝑛 ∈ ℕ tal 

que 𝑥𝑛     𝑛→∞   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑥. Pero como (𝑥𝑛) converge en 𝐸, entonces es de Cau-

chy en 𝐸, por el teorema 1. Pero la métrica de 𝐹 es la restricción a 𝐹 de 

la métrica de 𝐸, por lo tanto, (𝑥𝑛) es también una sucesión de Cauchy 

en 𝐹 y como 𝐹 es completo, entonces, existe 𝑦 ∈ 𝐹 tal que                

𝑦 = lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 . Luego, por unicidad del límite de una sucesión, es 

necesariamente 𝑥 = 𝑦 ∈ 𝐹. 

Recíprocamente, sean 𝐹 cerrado y (𝑥𝑛) una sucesión de Cauchy de 

puntos de 𝐹. Evidentemente, también es una sucesión de Cauchy en 𝐸 

y, como (𝐸, 𝑑) es completo, entonces converge a un punto 𝑥 ∈ 𝐸. Pero 

entonces, (𝑥𝑛) es una sucesión en 𝐹 que converge a 𝑥, lo cual implica 

que 𝑥 ∈ 𝐹̅. Como 𝐹 es cerrado, 𝑥 ∈ 𝐹 y, por lo tanto, (𝑥𝑛) converge a 

𝑥 en 𝐹. Esto implica que (𝐹, 𝑑) es completo. 

 

A continuación, se caracterizan los espacios métricos completos. 

Teorema 2. (Principio de encaje de Cantor).  Sea (𝐹𝑛) una suce-

sión de conjuntos cerrados no vacíos de un espacio métrico completo 
(𝐸, 𝑑) tal que: 

1) 𝐹𝑛+1 ⊆ 𝐹𝑛, para todo 𝑛 ∈ ℕ  

2) la sucesión de sus diámetros converge a 0, es decir,  

lim𝑛→∞ 𝛿(𝐹𝑛) = 0. 

Entonces,  ⋂ 𝐹𝑛 ≠ ∅𝑛∈ℕ . 

Demostración. Como, por hipótesis, cada 𝐹𝑛, 𝑛 ∈ ℕ, es un conjun-

to no vacío, se puede entonces elegir un punto 𝑥𝑛 ∈ 𝐹𝑛, para cada 

𝑛 ∈ ℕ. Se probará que esta sucesión (𝑥𝑛) es de Cauchy en 𝐸. 

Como los diámetros de la sucesión de conjuntos (𝐹𝑛) tiende a cero, 

resulta que para cada 𝜀 > 0 se puede elegir 𝑛0 ∈ ℕ suficientemente 

grande de modo que 𝛿(𝐹𝑛0) < 𝜀, pues, en caso contrario, para todo 

𝑛0 ∈ ℕ se verificará que 𝛿(𝐹𝑛0) ≥ 𝜀 y entonces existirá 𝑛 ∈ ℕ tal que  

𝛿(𝐹𝑛) ≥ 𝜀, en contradicción con la hipótesis 2. 

Como la sucesión de cerrados es decreciente, si 𝑛,𝑚 > 𝑛0 enton-

ces 𝐹𝑛 ⊆ 𝐹𝑛0 y 𝐹𝑚 ⊆ 𝐹𝑛0 y esto implica que 𝑥𝑛 , 𝑥𝑚 ∈  𝐹𝑛0. Entonces, 
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𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥𝑚) ≤ 𝛿(𝐹𝑛0) <  𝜀 siempre que 𝑛,𝑚 > 𝑛0. Resulta así, que la 

sucesión (𝑥𝑛) es de Cauchy en 𝐸. 

Como 𝐸 es completo, la sucesión (𝑥𝑛) es convergente a un punto 

𝑥 ∈ 𝐸. 

Por la hipótesis 1, el conjunto 𝐹𝑛 contiene todos los términos de la 

sucesión (𝑥𝑛) con excepción a lo sumo de los 𝑛 − 1 primeros términos 

𝑥1, 𝑥2,⋯, 𝑥𝑛−1. Resulta, entonces, que  𝑥 ∈ 𝐹𝑛, para todo 𝑛 ∈ ℕ, y 

como cada conjunto 𝐹𝑛 es cerrado, entonces para cada 𝑛 ∈ ℕ, 𝑥 ∈ 𝐹𝑛. 

Luego, 𝑥 ∈ ⋂ 𝐹𝑛𝑛∈ℕ   y, en consecuencia, ⋂ 𝐹𝑛 ≠ ∅𝑛∈ℕ . 

 

Observaciones 
1. Estas intersecciones numerables (ver Ascheri y Reid, 2008, ca-

pítulo 1) de familias de cerrados encajados se reducen a un punto. Es 

decir, ⋂ 𝐹𝑛 = {𝑥}𝑛∈ℕ . 

Es claro, a partir de la demostración del teorema de Cantor, que 
{𝑥} ⊆ ⋂ 𝐹𝑛𝑛∈ℕ . Solo resta probar que ⋂ 𝐹𝑛 ⊆ {𝑥}𝑛∈ℕ . 

Sea  𝑦 ∈ ⋂ 𝐹𝑛 .𝑛∈ℕ  Entonces, para cada 𝑛 ∈ ℕ, 𝑦 ∈ 𝐹𝑛 y como tam-

bién, 𝑥 ∈ 𝐹𝑛 , entonces 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝛿(𝐹𝑛) <  𝜀  para todo 𝜀 > 0  y  todo 

𝑛 >  𝑛0 para algún 𝑛0 ∈ ℕ, por la hipótesis 2 del teorema. 

Luego, 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝜀  para todo 𝜀 > 0. Lo que implica que 

𝑑(𝑥, 𝑦) = 0. Pero 𝑑 es una distancia, por lo tanto,  𝑥 =  𝑦. En conse-

cuencia,  𝑦 ∈ {𝑥}, completando así la demostración. 

 

2. El teorema de encaje de Cantor necesita de todas las hipótesis.  

(a) El espacio métrico ha de ser completo. El espacio (0, 1) con la 

distancia inducida por la usual de ℝ no es un espacio completo y ade-

más, {(0, 1/𝑛]}𝑛≥2 es una sucesión de cerrados del espacio (0, 1) que 

verifica las hipótesis del teorema cuya intersección es vacía. 

(b) Los conjuntos tienen que ser cerrados. En efecto, {(0,
1

𝑛
) }

𝑛∈ℕ
 

es una sucesión de conjuntos “no cerrados” en ℝ con la métrica usual, 

que es completo y que verifica el resto de las hipótesis del teorema. Sin 

embargo, su intersección es vacía. 

(c) En (ℝ, | |), se toma 𝐹1 = {𝑥} donde 0 < 𝑥 <
1

𝑘
 con 𝑘 ∈ ℕ,  𝑘 

fijo y 𝐹𝑛 = [0,
1

𝑛
 ]  para todo 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 > 1. 



María Eva ASCHERI · Marisa REID 

128 | 
 

Se tiene una sucesión de conjuntos cerrados en ℝ cuya sucesión de 

diámetros converge a 0, no constituye un encaje pues  𝐹𝑛 ⊈ 𝐹1 para 

𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 > 1 y tiene intersección vacía. 

(d) La sucesión de los diámetros debe ser convergente a 0. En 

(ℝ, | |), considérese 𝐹𝑛 = [−
1

2
,
1

𝑛
 ] para todo 𝑛 ∈ ℕ. Es una sucesión 

decreciente de conjuntos cerrados en ℝ cuya sucesión de diámetros no 

converge a 0 y tiene intersección vacía. 

 

Se recuerda el Principio de encaje de Cantor: toda sucesión en 

encaje de conjuntos cerrados no vacíos de un espacio 𝐸 cuyos diáme-

tros tienden a cero, tiene intersección no vacía. 

Teorema 3. (Recíproca del teorema de Cantor). Si (𝐸, 𝑑) es un 

espacio métrico en donde se verifica el principio de encaje de Cantor, 

entonces  𝐸 es completo. 

Demostración. Sea (𝑥𝑛) una sucesión de Cauchy de puntos de 𝐸. 
Se debe probar que (𝑥𝑛) converge a 𝑥 en 𝐸. Sea 𝜀 > 0.  Se consideran 

los siguientes conjuntos: 

𝐴1 = {𝑥1, 𝑥2,⋯ } 

𝐴2 = {𝑥2, 𝑥3,⋯ } 

⋮ 

    𝐴𝑛 = {𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1, ⋯ } 

⋮ 
Entonces, es claro que 

𝐴1 ⊇ 𝐴2 ⊇ ⋯ ⊇ 𝐴𝑛 ⊇ ⋯. 

Además, 

𝛿(𝐴𝑛)     𝑛→∞   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 0. 

En efecto, dado 𝜀 > 0, por ser (𝑥𝑛) una sucesión de Cauchy, existe  

𝑛0 ∈ ℕ tal que para todo 𝑛,𝑚 > 𝑛0  se cumple que  𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥𝑚) <
𝜀
2⁄ . 

Como  𝑛, 𝑚 >  𝑛0  entonces  𝑥𝑛 , 𝑥𝑚 ∈ 𝐴𝑛0+1, de donde,  

sup
𝑥𝑛, 𝑥𝑚∈𝐴𝑛0+1

{𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥𝑚)} ≤
𝜀
2⁄ < 𝜀 
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De modo que 

𝛿(𝐴𝑛0+1) <  𝜀 

Si 𝑛 >  𝑛0, entonces  𝐴𝑛 ⊆ 𝐴𝑛0+1. Luego, 

𝛿(𝐴𝑛) ≤  𝛿(𝐴𝑛0+1) <  𝜀. 

Así, 

𝛿(𝐴𝑛) < 𝜀   siempre que 𝑛 > 𝑛0. 

Además, como 𝛿(𝐴) = 𝛿(𝐴)  (ver Nota) y también se verifica que 

𝐴𝑛 ⊇ 𝐴𝑛+1 para todo 𝑛 ∈ ℕ, entonces 𝐴𝑛 ⊇ 𝐴𝑛+1 para todo 𝑛 ∈ ℕ. 

Luego, (𝐴𝑛) es una sucesión en encaje de conjuntos cerrados no va-

cíos de 𝐸 cuyos diámetros tienden a cero. Entonces, por hipótesis, 

⋂ 𝐴𝑛 ≠ ∅𝑛∈ℕ . Por lo tanto, existe 𝑥 ∈ ⋂ 𝐴𝑛𝑛∈ℕ , esto es, 𝑥 ∈ 𝐴𝑛  para 

todo 𝑛 ∈ ℕ. 

Entonces, se puede afirmar que la sucesión de Cauchy (𝑥𝑛) con-

verge a 𝑥 en 𝐸. En efecto, como lim𝑛→∞ 𝛿(𝐴𝑛) = 0 es posible elegir 

𝑛0 ∈ ℕ suficientemente grande tal que  𝛿(𝐴𝑛0) <  𝜀  y, por lo tanto, 

𝑛 >  𝑛0 implica que 𝑥𝑛, 𝑥 ∈  𝐴𝑛0, pues  𝐴𝑛 ⊆ 𝐴𝑛 ⊆  𝐴𝑛0. 

Luego, 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) ≤ 𝛿( 𝐴𝑛0) < 𝜀 siempre que 𝑛 > 𝑛0, lo cual im-

plica que (𝑥𝑛) converge a 𝑥 en 𝐸. 

 

Nota. Sea 𝐴 un subconjunto de un espacio métrico (𝐸, 𝑑). Enton-

ces, 𝛿(𝐴) = 𝛿(𝐴). 

En efecto, puesto que 𝐴 ⊆ 𝐴 entonces 𝛿(𝐴)  ≤  𝛿(𝐴). 

Por otro lado, sea  𝜀 >  0. Se toman 𝑥 e 𝑦 arbitrarios en  𝐴. Por de-

finición de clausura de un conjunto,  𝐵 (𝑥,
𝜀

2
) ∩ 𝐴 ≠ ∅  y             

𝐵 (𝑦,
𝜀

2
) ∩ 𝐴 ≠ ∅, de donde, existen 𝑥′, 𝑦′ ∈ 𝐴 tales que  

𝑑(𝑥, 𝑥′)  <  𝜀/2    y   𝑑(𝑦, 𝑦′)  <  𝜀/2. 

De la desigualdad triangular, resulta que para todo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 

𝑑(𝑥, 𝑦)  ≤  𝑑(𝑥, 𝑥′)  +  𝑑(𝑥′, 𝑦′)  +  𝑑(𝑦′, 𝑦)  <  𝜀 +  𝑑(𝑥′, 𝑦′) ≤ 

≤  𝜀 +  𝛿(𝐴). 
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Es decir, para todo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 

𝑑(𝑥, 𝑦)  <  𝜀 +  𝛿(𝐴). 

Como 𝑥 e 𝑦 son arbitrarios, se sigue que 

𝛿(𝐴) ≤ 𝜀 + 𝛿(𝐴) 

y, puesto que 𝜀 es arbitrario, se deduce que  𝛿(𝐴) ≤ 𝛿(𝐴). 

 

 

5.2. Conjuntos ralos o nunca densos 

 

Definición. Sea (𝐸, 𝑑) espacio métrico. Se dice que un conjunto 

𝐴 ⊆ 𝐸 es ralo o nunca denso si  ∁𝐴 = 𝐸; esto es, si 𝐸 ⊆ ∁𝐴, pues la 

otra inclusión es siempre válida. 

 

Observaciones 

1. Un conjunto 𝐴 es ralo o nunca denso si y solo si 


A=  ∅. 

Supóngase que 𝐴 es un conjunto ralo. Entonces, ∁𝐴 = 𝐸. Luego, 

∁(∁𝐴) = ∁𝐸 = ∅, es decir,  


A=  ∅. 

Recíprocamente, si 


A=  ∅  entonces ∁(∁𝐴) = ∅. Así,              

∁𝐴 = ∁∅ = 𝐸, de donde resulta que 𝐴 es ralo. 

 

2. Todo subconjunto de un conjunto ralo es también un conjunto 

ralo. 

Supóngase que 𝐴 es un conjunto ralo y sea 𝐵 ⊆ 𝐴. Entonces, por 

propiedad de interior, 


B 


A . Luego, 


B   y, por consiguiente, 

𝐵 es ralo. 

 

3. Un subconjunto 𝐴 de un espacio métrico (𝐸, 𝑑) es un conjunto 

ralo o nunca denso en el espacio 𝐸 si y solo si toda bola abierta de 𝐸  
contiene puntos que no pertenecen a 𝐴. Es decir, para todo 𝜀 > 0 

𝐵(𝑥, 𝜀) ∩ ∁𝐴 ≠ ∅ cualquiera sea 𝑥 ∈ 𝐸. 



ESPACIOS MÉTRICOS 

| 131 

 

En efecto, sean 𝜀 > 0 y 𝑥 ∈ 𝐸. Como 𝐴 es un conjunto ralo enton-

ces 𝑥 ∈ ∁𝐴, de donde,  𝐵(𝑥, 𝜀) ∩ ∁𝐴 ≠ ∅. 

Recíprocamente, sean 𝑥 ∈ 𝐸 y 𝜀 > 0. Por hipótesis,             

𝐵(𝑥, 𝜀) ∩ ∁𝐴 ≠ ∅, de donde, 𝑥 ∈ ∁𝐴  y, en consecuencia, 𝐴 es ralo. 

 
Ejemplos 

1) En (ℝ, | |), el conjunto ℚ de los números racionales es ralo o 

nunca denso. 

En efecto, se ha probado que 𝑖𝑛𝑡(ℚ) = ∅  y entonces, ℚ es ralo. 

 

2) En (ℝ2, d2), cualquier recta es un 

conjunto ralo. 

Sea 𝐿 tal que 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑛  y sea            

𝑝 = (𝑥0, 𝑚𝑥0 + 𝑛 ) ∈ 𝐿. 
Sea 𝜀 > 0 y considérese 𝐵(𝑝, 𝜀). En-

tonces, tomando el punto 𝑟 ∈ ℝ2 tal que                  

𝑟 = (𝑥0 +
𝜀

2
, 𝑦0), resulta que 𝑟 ∉ 𝐿 pero 

𝑟 ∈ 𝐵(𝑝, 𝜀) pues  

𝑑2(𝑟, 𝑝) = √[𝑥0 − (𝑥0 +
𝜀

2
)]
2

=
𝜀

2
< 𝜀. 

Por lo tanto, 𝐵(𝑝, 𝜀) ⊈ 𝐿 para cualquier 𝜀 > 0, de donde, 


L , 

lo cual implica que 𝐿 es ralo. 

 

Observación 

En general, la unión de conjuntos ralos no es un conjunto ralo.  

En efecto, en  (ℝ, | |) considérense los conjuntos ℚ de los núme-

ros racionales e 𝕀 de los números irracionales que son conjuntos ralos. 

Sin embargo, ℚ ∪ 𝕀 = ℝ, pero ℝ no es un conjunto ralo ya que 

𝑖𝑛𝑡(ℝ) = ℝ ≠ ∅.  
 

Proposición 2. Si 𝐴 es un conjunto ralo y 𝐵 es un conjunto cerra-

do y ralo, entonces 𝐴 ∪ 𝐵 es un conjunto ralo. 

Demostración. Por hipótesis, resulta que 

𝐸 = 𝐸 − 𝐴 ,  𝐸 = 𝐸 − 𝐵  y  𝐵 = 𝐵. 
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Entonces, 

𝐸 − 𝐵 = 𝐸 − 𝐴 −  𝐵 =  𝐸 − 𝐴 − 𝐵  ⊆ (𝐸 − 𝐴) − 𝐵

= (𝐸 − 𝐴) ∩ (𝐸 − 𝐵) = 𝐸 − (𝐴 ∪ 𝐵) 

Luego, por propiedad de clausura  

𝐸 − 𝐵  ⊆  𝐸 − (𝐴 ∪ 𝐵) = 𝐸 − (𝐴 ∪ 𝐵) 

y entonces,  

𝐸 ⊆ 𝐸 − (𝐴 ∪ 𝐵), 

de donde, por definición, 𝐴 ∪ 𝐵 es un conjunto ralo. 

 

Proposición 3. Si 𝐴 y 𝐵 son conjuntos ralos, entonces 𝐴 ∩ 𝐵 es un 

conjunto ralo. 

Demostración. Consecuencia inmediata de la definición. 

 

Proposición 4. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y sea 𝐴 ⊆ 𝐸 un con-

junto cerrado. 𝐴 es un conjunto ralo si y solo si para toda bola abierta 

𝐾 de 𝐸 existe una bola abierta 𝐿 ⊆ 𝐾 tal que 𝐿 ∩ 𝐴 = ∅. 

Demostración. Supóngase que 𝐴 ⊆ 𝐸 es un conjunto cerrado y ra-

lo y sea  𝐾 = 𝐵(𝑥, 𝜀) para todo 𝑥 ∈ 𝐸 y cualquier 𝜀 > 0. Entonces, por 

ser 𝐴 ralo, 𝐵(𝑥, 𝜀) ∩ ∁𝐴 ≠ ∅, de donde, existe 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝜀)   e   𝑦 ∈ ∁𝐴. 

Como 𝐵(𝑥, 𝜀) es un conjunto abierto, entonces existe 𝛿1 > 0 tal 

que 𝐵(𝑦, 𝛿1) ⊆ 𝐵(𝑥, 𝜀). Además, como ∁𝐴 es abierto, entonces existe 

𝛿2 > 0 tal que  𝐵(𝑦, 𝛿2) ⊆ ∁𝐴. 

Tómese 𝛿 = 𝑚𝑖𝑛{𝛿1, 𝛿2}. Entonces, 𝐵(𝑦, 𝛿) ⊆ 𝐵(𝑥, 𝜀) y 

𝐵(𝑦, 𝛿) ⊆ ∁𝐴. Luego, designando con 𝐿 = 𝐵(𝑦, 𝛿), se tiene que 𝐿 ⊆ 𝐾 

y 𝐿 ⊆ ∁𝐴, obteniéndose el resultado deseado. 

Recíprocamente, supóngase que 𝐴 ⊆ 𝐸 es un conjunto cerrado y 

que para toda bola abierta 𝐾 de 𝐸 existe 𝐿 ⊆ 𝐾 tal que 𝐿 ∩ 𝐴 = ∅. 

Supóngase que 


A≠  ∅. Entonces, existe 𝑥 ∈


A , de donde, existe 

𝜀 > 0 tal que 𝐵(𝑥, 𝜀) ⊆ 𝐴. Esto significa que existe una bola abierta 

 𝐾 = 𝐵(𝑥, 𝜀) tal que para toda bola abierta 𝐿, 𝐿 ⊆ 𝐾, resulta que 

𝐿 ∩ 𝐴 ≠ ∅, pues como 𝐾 ⊆ 𝐴 y 𝐿 ⊆ 𝐾, entonces 𝐿 ⊆ 𝐴. 
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Teorema 4. (Teorema de Baire). En un espacio métrico completo 

no vacío 𝐸, la unión de un número numerable de subconjuntos cerra-

dos y ralos no puede llenar todo el espacio 𝐸; además, esta unión es un 

conjunto nunca denso. 

Demostración. Supóngase que (𝐸, 𝑑) es un espacio métrico com-

pleto no vacío y 𝐴 = 𝐹1 ∪ 𝐹2 ∪⋯∪ 𝐹𝑛 ∪⋯ = ⋃ 𝐹𝑛𝑛∈ℕ , donde cada 

subconjunto  𝐹𝑛 es ralo y cerrado, cualquiera sea 𝑛 ∈ ℕ. Se probará que 

𝐴 es un conjunto nunca denso. Para ello, es suficiente mostrar que toda 

bola abierta 𝐵0 centrada en un punto arbitrario de 𝐸 contiene puntos 

del ∁𝐴 (observación 3). 

Como 𝐹1 es un conjunto cerrado y ralo entonces, por la proposi-

ción 4, dada 𝐵0 existen 𝑎1 ∈ 𝐵0 y 𝛿1 > 0  tal que  𝐵1(𝑎1, 𝛿1) ∩ 𝐹1 = ∅ 

y  𝐵1(𝑎1, 𝛿1) ⊆ 𝐵0.  

Tómese 𝜀1 =
𝛿1

2
. Entonces,  

𝐵1(𝑎1, 𝜀1) ∩ 𝐹1 = ∅   y   𝐵1(𝑎1, 𝜀1) ⊆ 𝐵0 

pues 𝐵1(𝑎1, 𝜀1)  ⊆ 𝐵1(𝑎1, 𝛿1) (ver nota 1) 

Puesto que 𝐹2 es un conjunto cerrado y ralo entonces, dado que 

𝐵1(𝑎1, 𝜀1) es una bola abierta de 𝐸, existen 𝑎2 ∈ 𝐵1(𝑎1, 𝜀1)  y 𝛿2 > 0 

tal que 𝐵2(𝑎2, 𝛿2) ∩ 𝐹2 = ∅  y  𝐵2(𝑎2, 𝛿2) ⊆ 𝐵1(𝑎1, 𝜀1) ⊆ 𝐵1(𝑎1, 𝜀1).  

Eligiendo 𝜀2 =
𝛿2

2
≤
𝜀1

2
=
𝛿1

22
 (ver nota 2), resulta que 

𝐵2(𝑎2, 𝜀2) ∩ 𝐹2 = ∅   y   𝐵2(𝑎2, 𝜀2) ⊆ 𝐵2(𝑎2, 𝛿2) ⊆ 𝐵1(𝑎1, 𝜀1)  

Continuando con este procedimiento, queda determinada una suce-

sión {𝐵𝑛 ∶  𝑛 ∈ ℕ} en encaje de conjuntos cerrados no vacíos tales que  

𝐵0 ⊇ 𝐵1(𝑎1, 𝜀1) ⊇ 𝐵2(𝑎2, 𝜀2) ⊇ ⋯ ⊇  𝐵𝑛(𝑎𝑛 , 𝜀𝑛)  ⊇ ⋯ 

y, para cada 𝑛 ∈ ℕ,  𝐵𝑛(𝑎𝑛 , 𝜀𝑛) ∩ 𝐹𝑛 = ∅ . Además, sus radios  𝜀𝑛  

satisfacen que  0 < 𝜀𝑛 ≤ 
𝛿1

2𝑛
. Así, lim𝑛→∞ 𝜀𝑛 = 0 y como                  

0 < 𝛿(𝐵𝑛) ≤ 2𝜀𝑛, para cada 𝑛 ∈ ℕ, sigue que    lim𝑛→∞ 𝛿(𝐵𝑛) = 0. 

Luego, por el teorema de Cantor, ⋂ 𝐵𝑛(𝑎𝑛, 𝜀𝑛)𝑛 ∈ ℕ ≠ ∅, de donde, 

existe 𝑥 ∈ 𝐵𝑛(𝑎𝑛, 𝜀𝑛), para todo 𝑛 ∈ ℕ. Además, como para cada 

𝑛 ∈ ℕ, 𝐵𝑛(𝑎𝑛 , 𝜀𝑛) ∩ 𝐹𝑛 = ∅ entonces 𝑥 ∉ 𝐹𝑛, para todo 𝑛 ∈ ℕ,  de 
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donde, 𝑥 ∈ ∁𝐹𝑛, cualquiera sea 𝑛 ∈ ℕ. Luego, 𝑥 ∈ ⋂ ∁𝐹𝑛𝑛 ∈ ℕ , esto es, 

𝑥 ∈ ∁⋃ 𝐹𝑛𝑛 ∈ ℕ =  ∁𝐴   y  𝑥 ∈ 𝐵0. 
Por lo tanto, 𝐵0 ∩ ∁𝐴 ≠ ∅   y así,  𝐴 = ⋃ 𝐹𝑛𝑛∈ℕ  es un conjunto ra-

lo o nunca denso. 

Por otro lado, si esta unión llenara todo el espacio 𝐸, entonces 𝐸 

sería un conjunto ralo, de donde, 


E  y, por lo tanto, 𝐸 = ∅, en con-

tradicción con la hipótesis de que 𝐸 ≠ ∅. 

 

Notas 

1) Se ha usado que si dada una bola abierta  𝐵1(𝑎1, 𝛿1) entonces, 

tomando  𝜀1 =
𝛿1

2
,  resulta que  𝐵1(𝑎1, 𝜀1)  ⊆ 𝐵1(𝑎1, 𝛿1).  

En efecto, sea 𝑥 ∈ 𝐵1(𝑎1, 𝜀1). Entonces,  para todo 𝜀 > 0   
𝐵(𝑥, 𝜀) ∩ 𝐵1(𝑎1, 𝜀1) ≠ ∅, de donde, para todo 𝜀 > 0 existe             

𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝜀)  e  𝑦 ∈ 𝐵1(𝑎1, 𝜀1) .  
Luego, para cualquier 𝜀 > 0   𝑑(𝑦, 𝑥) < 𝜀   y  𝑑(𝑦, 𝑎1) < 𝜀1. Co-

mo esto se verifica para cualquier 𝜀 > 0,  en particular, para              

𝜀 = 𝜀1 =
𝛿1

2
  se tiene que  𝑑(𝑦, 𝑥) < 𝜀1  y 𝑑(𝑦, 𝑎1) < 𝜀1. Luego, por la 

desigualdad triangular, 𝑑(𝑥, 𝑎1) < 𝛿1. Por consiguiente,                    

𝑥 ∈ 𝐵1(𝑎1, 𝛿1). 
 

2) Se sabe que todo bola abierta es un conjunto abierto. De aquí, 

dado 𝑎2 ∈ 𝐵1(𝑎1, 𝜀1) existe 𝛿2 > 0 tal que  𝐵2(𝑎2, 𝛿2) ⊆ 𝐵1(𝑎1, 𝜀1). 
Para ello, basta tomar 

𝛿2 = 𝜀1 − 𝑑(𝑎1, 𝑎2) ≤ 𝜀1, de donde, 𝛿2 ≤ 𝜀1. 

 

Observaciones  

1. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico. Se dice que 𝐴 ⊆ 𝐸 es un conjun-

to de primera categoría si se puede expresar como una unión numera-

ble de conjuntos cerrados y nunca densos. Es decir,                             

𝐴 = 𝐹1 ∪ 𝐹2 ∪⋯∪ 𝐹𝑛 ∪⋯ en donde 𝐹𝑛, 𝑛 ∈ ℕ, es un conjunto cerra-

do y ralo. 
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2. Como todo subconjunto de un conjunto nunca denso es también 

nunca denso, el teorema de Baire se puede enunciar del siguiente mo-

do: 

“En un espacio métrico completo 𝐸, todo conjunto de primera ca-

tegoría es un espacio ralo o nunca denso”. 

 

3. Del teorema de Baire se deduce que todo espacio 𝐸 no vacío, 

completo y denso en sí es no numerable. 

En efecto, si el espacio 𝐸 fuese numerable, 𝐸 =  {𝑥1, 𝑥2, ⋯ }  =
 = ⋃ {𝑥𝑛}𝑛∈ℕ . Entonces, 𝐸 sería la unión de conjuntos unitarios. Pero 

cada uno de estos conjuntos es un conjunto cerrado y nunca denso ya 

que cada uno de los puntos 𝑥𝑛 es de acumulación de 𝐸, pues 𝐸 es den-

so en sí por hipótesis, de donde, toda bola 𝐵(𝑥𝑛, 𝜀) contiene infinitos 

puntos de 𝐸 distintos de 𝑥𝑛; esto es, para todo 𝜀 > 0  𝐵(𝑥𝑛, 𝜀) ⊈ {𝑥𝑛}, 
𝑛 ∈ ℕ, de donde, {𝑥𝑛}

° = ∅ para cada   𝑛 ∈ ℕ. 

Luego, 𝐸 sería la unión de conjuntos cerrados nunca densos, lo 

cual es absurdo, por el teorema  de Baire. Por lo tanto, 𝐸 es no nume-

rable. 

 

Para el estudio del siguiente tema se recomienda, previamente, la 

lectura del libro de Ascheri y Reid, 2008, capítulo 1. 

 

 

5.3. Espacios métricos separables 

 

Definición. Se dice que un espacio métrico (𝐸, 𝑑) es separable si 

contiene un subconjunto denso a lo sumo numerable. 

 

Observación 

En la definición anterior, se expresa que 𝐸 es separable si contiene 

un subconjunto 𝐴 que sea denso y a lo sumo numerable. Ahora bien, si 

𝐴 es a lo sumo numerable entonces sus elementos pueden ser ordena-

dos en un sucesión infinita (en la que puede haber repeticiones). Ade-

más, si 𝐴 es denso entonces 𝐴 = 𝐸. De aquí, 𝐸 es separable si contiene 

una sucesión densa, esto es, si contiene elementos 𝑥1, 𝑥2,⋯ tal que 

para todo 𝑥 ∈ 𝐸, 𝑥 ∈ 𝐴 = {𝑥1, 𝑥2,⋯ }; o sea que, para todo 𝑥 ∈ 𝐸 exis-

te una sucesión de puntos de 𝐴 = {𝑥1, 𝑥2,⋯ } que converge a 𝑥; esto 
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es, para todo 𝑥 ∈ 𝐸 existe una subsucesión {𝑥𝑛1, 𝑥𝑛2, ⋯ } tal que con-

verge a 𝑥. 

Así, 𝐸 es separable, si contiene una sucesión densa, esto es, si 

contiene una sucesión de puntos 𝑥1, 𝑥2,⋯ tal que todo 𝑥 ∈ 𝐸 es de la 

forma 𝑥 = lim𝑘→∞ 𝑥𝑛𝑘. 

 

Ejemplos 

1) La recta real ℝ con la distancia usual es separable. 
En efecto, ℝ contiene un subconjunto denso a lo sumo numerable. 

Precisamente, tal subconjunto es  ℚ, puesto que ℚ es denso en ℝ y ℚ 

es numerable, de donde ℚ es denso y a lo sumo numerable. 
 

2) ℝ con la métrica discreta no es un espacio separable. 
En efecto, supóngase que (ℝ, 𝑑𝑇) fuese separable. Entonces, existe 

un conjunto  𝐴 ⊆ ℝ tal que 𝐴 es denso y a lo sumo numerable. Por ser 

𝐴 denso, entonces  𝐴 = ℝ y como en la métrica discreta 𝐴 = 𝐴, resulta 

que 𝐴 = ℝ. Entonces, ℝ es a lo sumo numerable, lo cual es absurdo. 

Luego, ℝ no es separable. 

 
Definición. Se dice que una familia a lo sumo numerable 

ℬ = {𝐺1, 𝐺2,⋯ } = {𝐺𝜆 }𝜆∈𝐿 de abiertos no vacíos es una base del es-

pacio métrico (𝐸, 𝑑) si para todo 𝑥 ∈ 𝐸 y cada 𝜀 > 0 existe un índice 𝜆 

tal que 𝑥 ∈ 𝐺𝜆  y  𝛿(𝐺𝜆) < 𝜀. 
 

Ejemplo  

En (ℝ, | |), el conjunto ℬ = {(𝑝, 𝑞) ∶ 𝑝, 𝑞 ∈ ℚ} es una base de ℝ.  

ℬ es una familia numerable, pues se puede poner en corresponden-

cia con ℚ × ℚ. Por lo tanto, ℬ es una familia a lo sumo numerable. 

Además, cada intervalo (𝑝, 𝑞), con 𝑝, 𝑞 ∈ ℚ es un conjunto abierto no 

vacío de  ℝ. 

Sean 𝑥 ∈ ℝ  y  𝜀 > 0. Entonces, 

𝑥 −
𝜀

4
< 𝑥 < 𝑥 +

𝜀

4
 

y se sabe que existen 𝑝, 𝑞 ∈ ℚ  tales que  

𝑥 −
𝜀

4
< 𝑝 < 𝑥 < 𝑞 < 𝑥 +

𝜀

4
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de donde,  

𝑥 ∈ (𝑝, 𝑞)  y  𝛿((𝑝, 𝑞)) < 𝜀. 

 

Se caracterizan los espacios métricos separables. 

Teorema 5. Todo espacio métrico 𝐸 es separable si y solo si tiene 

una base. 

Demostración. Supóngase que 𝐸 es separable y sea (𝑥𝑛) una suce-

sión densa en el espacio 𝐸. Se considera la familia de bolas abiertas 

ℬ = {𝐵(𝑥𝑛 , 𝑟) ∶ 𝑟 ∈ ℚ
+} 

Se probará que ℬ es una base de 𝐸. 

En efecto, se designa con 

𝐴 = {(𝑥𝑛 , 𝑟) ∶ 𝑥𝑛 ∈ {𝑥1, 𝑥2, ⋯ }   y   𝑟 ∈ ℚ
+}. 

Entonces, la aplicación que a cada (𝑥𝑛, 𝑟) ⟶ (𝑛, 𝑟) definida de 𝐴 

en ℕ × ℚ+ es inyectiva. Por lo tanto, 𝐴 es equipotente a un subconjun-

to de ℕ × ℚ+, que es a lo sumo numerable, de donde, 𝐴 es a lo sumo 

numerable. Y como se puede establecer una aplicación biyectiva entre 

𝐴 y ℬ, entonces hay en ℬ tantos elementos como en 𝐴, o sea, una can-

tidad a lo sumo numerable de bolas abiertas. Por lo tanto, el conjunto 

ℬ es a lo sumo numerable. 

Además, cada 𝐵(𝑥𝑛, 𝑟), con 𝑟 ∈ ℚ+, es un conjunto abierto y no 

vacío  de 𝐸. Luego,  ℬ es una familia a lo sumo numerable de conjun-

tos abiertos no vacíos de 𝐸. 

 Sean 𝜀 > 0   y  𝑥 ∈ 𝐸. Entonces, como (𝑥𝑛) es una sucesión den-

sa de 𝐸 se tiene que 𝑥 = lim𝑘→∞ 𝑥𝑛𝑘, de donde, existe 𝑘0 ∈ ℕ tal que 

para todo 𝑘 > 𝑘0 es 𝑑(𝑥, 𝑥𝑛𝑘) <
𝜀

2
.  Esto significa que existirá un pun-

to  𝑥𝑛  tal que 𝑑(𝑥, 𝑥𝑛) <
𝜀

2
. 

Luego, existe  𝑟 ∈ ℚ+  tal que  𝑑(𝑥, 𝑥𝑛) < 𝑟 <
𝜀

2
, esto es,           

𝑥 ∈ 𝐵(𝑥𝑛 , 𝑟), con 𝑟 ∈ ℚ+. 

Además, 𝛿(𝐵(𝑥𝑛, 𝑟)) ≤ 2𝑟 < 𝜀. 

Así, queda demostrado que ℬ es una base de 𝐸. 

Recíprocamente, sea ℬ = {𝐺1, 𝐺2,⋯ } una base de 𝐸. Como para 

cada 𝑛, 𝐺𝑛 es no vacío, se puede elegir un punto 𝑥𝑛 ∈ 𝐺𝑛, para cada  𝑛. 
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Se designa con 𝒞 el conjunto formado por todos estos puntos, es decir, 

𝒞 = {𝑥1 , 𝑥2,  ⋯}.  
Se demostrará que 𝒞 es una familia a lo sumo numerable y denso 

en 𝐸.  

En efecto, 𝒞 ⊆  ℬ y ℬ es a lo sumo numerable, por lo tanto, 𝒞  es a 

lo sumo numerable.  

Se debe probar que 𝒞 es denso en 𝐸, o sea, 𝐸 ⊆ 𝒞. Sean 𝑥 ∈ 𝐸  y  

𝜀 > 0. Por ser ℬ una base de 𝐸 existe un índice 𝑛 tal que 𝑥 ∈ 𝐺𝑛  y 

 𝛿(𝐺𝑛) < 𝜀. Como 𝑥𝑛 ∈ 𝐺𝑛 , entonces  

𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥) ≤  𝛿(𝐺𝑛) < 𝜀,  

de donde,  𝑥𝑛 ∈ 𝐵(𝑥, 𝜀) para algún índice 𝑛. Luego, 𝐵(𝑥, 𝜀) ∩ 𝒞 ≠ ∅, 

esto es, 𝑥 ∈ 𝒞. 

Por lo tanto, 𝐸 es separable. 

 

Teorema 6. Si  ℬ = {𝐺1, 𝐺2, ⋯ } es una base de un espacio métrico 

𝐸, entonces todo conjunto abierto 𝐻 es la unión de un cierto número de 

conjuntos pertenecientes a dicha base.  

Demostración. Supóngase que ℬ = {𝐺1, 𝐺2,⋯ } es una base de 𝐸 y 

sea 𝐻 un conjunto abierto. Sea ℎ ∈ 𝐻. Entonces, existe 𝜀 > 0 tal que 

𝐵(ℎ, 𝜀) ⊆ 𝐻. Por ser  ℬ  una base, dados ℎ ∈ 𝐻 ⊆ 𝐸  y  𝜀 > 0 existe 

un conjunto 𝐺𝑛 tal que ℎ ∈ 𝐺𝑛  y  𝛿(𝐺𝑛) < 𝜀. Por lo tanto,              

𝐺𝑛 ⊆  𝐵(ℎ, 𝜀).  
Así,  para todo  ℎ ∈ 𝐻  existe un índice  𝑛ℎ  tal  que   ℎ ∈  𝐺𝑛ℎ  ⊆

⊆  𝐵(ℎ, 𝜀) ⊆ 𝐻. Por lo tanto, para todo ℎ ∈ 𝐻, {ℎ} ⊆ 𝐺𝑛ℎ ⊆ 𝐻, de 

donde,  

⋃ {ℎ}ℎ∈𝐻 ⊆ ⋃ 𝐺𝑛ℎℎ∈𝐻 ⊆ 𝐻. 

Por consiguiente, 𝐻 = ⋃ 𝐺𝑛ℎℎ∈𝐻 . 

 

Observación 
Del teorema 6 surge que:  

Si  ℬ = {𝐺1, 𝐺2, ⋯ } es una base de 𝐸 y 𝐻 es un conjunto abierto 

de 𝐸, entonces para ℎ ∈ 𝐻  existe un índice 𝛼 tal que ℎ ∈ 𝐺𝛼 ⊆ 𝐻. 
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Definición. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y 𝐴 un subconjunto de 

𝐸. Una familia 𝒦 = {𝐾𝛼}𝛼∈𝒜  de conjuntos se llama cubrimiento del 

conjunto 𝐴, cuando 𝐴 ⊆ ⋃ 𝐾𝛼𝛼∈𝒜 . 

Un cubrimiento formado por una colección de conjuntos abiertos 

(cerrados) se llama cubrimiento abierto (cerrado). 

Si una parte 𝒦′ del cubrimiento 𝒦 constituye también un cubri-

miento del conjunto 𝐴, se dice que 𝒦′ es un subcubrimiento del cubri-

miento 𝒦 o que 𝒦 contiene un subcubrimiento 𝒦′. 
 

Teorema 7.  (Teorema de Lindëlof). En un espacio métrico sepa-

rable 𝐸, toda familia ℋ = {𝐻𝑡}𝑡∈𝑇 de conjuntos abiertos de 𝐸 contiene 

una sucesión 𝑡1, 𝑡2, ⋯ (finita o no) tal que  

⋃ 𝐻𝑡𝑛 =  ⋃ 𝐻𝑡𝑡∈𝑇𝑛 . 

En otras palabras: En un espacio métrico separable, todo cubri-

miento compuesto por conjuntos abiertos contiene un subcubrimiento a 

lo sumo numerable. 

Demostración. Sea 𝐸 separable. Entonces. 𝐸 tiene una base 

ℬ = {𝐺1, 𝐺2,⋯ } = {𝐺𝑖}𝑖∈𝐼.  Sea ℋ = {𝐻𝑡}𝑡∈𝑇 una familia de abiertos 

de 𝐸. Como cada conjunto 𝐻𝑡, 𝑡 ∈ 𝑇, es un abierto entonces, por el 

teorema 6, es unión de un cierto número de conjuntos pertenecientes a 

la base, de donde, cada conjunto 𝐻𝑡, 𝑡 ∈ 𝑇, contiene a cada uno de esos 

conjuntos que forman esa unión. 

Sea 𝑘1, 𝑘2, ⋯ la sucesión que consiste en números 𝑖 tales que  

 𝐺𝑖 ⊆ 𝐻𝑡, para algún 𝑡 ∈ 𝑇. A cada 𝑘𝑛 le corresponderá un cierto sub-

índice 𝑡𝑛 (obtenidos a partir de 𝑡 ∈ 𝑇; 𝑛 pertenece a un conjunto de 

índices a lo sumo numerable, pues ℬ es a lo sumo numerable) tal que 

𝐺𝑘𝑛 ⊆ 𝐻𝑡𝑛  

de donde, 

⋃𝐺𝑘𝑛
𝑛

⊆⋃𝐻𝑡𝑛 ⊆  ⋃𝐻𝑡
𝑡∈𝑇𝑛

 

Resta probar, entonces, que  

⋃𝐻𝑡
𝑡∈𝑇

⊆⋃𝐻𝑡𝑛
𝑛
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Sea 𝑝 ∈ ⋃ 𝐻𝑡𝑡∈𝑇 . Entonces, 𝑝 ∈ 𝐻𝑡 para algún 𝑡 ∈ 𝑇, de donde, 

existe un índice 𝑖 tal que 𝑝 ∈ 𝐺𝑖 ⊆ 𝐻𝑡 para algún 𝑡 ∈ 𝑇, pero entonces 

el número 𝑖 pertenece a la sucesión 𝑘1, 𝑘2, ⋯, de donde,  

𝑝 ∈⋃𝐺𝑘𝑛
𝑛

⊆⋃𝐻𝑡𝑛
𝑛

 

Luego, 𝑝 ∈ ⋃ 𝐻𝑡𝑛𝑛 . 

 

 

Propiedades de los espacios métricos separables 
 

1) Todo subespacio 𝑆 de un espacio métrico separable 𝐸 es un es-

pacio métrico separable. 

En efecto, sea 𝑆  un subespacio de un espacio métrico separable 𝐸 

y supóngase que ℬ = {𝐺1, 𝐺2,⋯ } es una base de 𝐸. Se considera la 

sucesión de subconjuntos no vacíos 𝐺𝑛 ∩ 𝑆 que son abiertos en 𝑆.  

Se designa ℬ′ = {𝐺𝑛 ∩ 𝑆 }𝑛 (𝑛 indica a lo sumo numerable, pues 

ℬ′ es una subfamilia de subconjuntos de  ℬ que es a lo sumo numera-

ble). Se probará que ℬ′ es una base de 𝑆. 

En efecto, sean 𝑥 ∈ 𝑆 ⊆ 𝐸  y  𝜀 > 0. Entonces, como ℬ es una ba-

se existe un índice 𝑛0 tal que 𝑥 ∈ 𝐺𝑛0  y  𝛿(𝐺𝑛0) < 𝜀. Luego,            

𝑥 ∈ 𝐺𝑛0 ∩ 𝑆  y  𝛿(𝐺𝑛0 ∩ 𝑆) < 𝜀 para algún índice 𝑛0, pues                

𝐺𝑛0 ∩ 𝑆 ⊆ 𝐺𝑛0. Por lo tanto, ℬ′ es una base de 𝑆, lo que demuestra que 

𝑆 es separable. 

 

2) El producto cartesiano de dos o, más generalmente, un número 

finito de espacios métricos separables es un espacio métrico separable. 

Supóngase que 𝐸 y 𝐸′ son espacios métricos separables y sea 
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 × 𝐸′. Entonces, 𝑥 ∈ 𝐸   e   𝑦 ∈ 𝐸′ . Como 𝐸 es separable, 

entonces contiene una sucesión de puntos 𝑥1, 𝑥2, ⋯ tal que 

𝑥 =  lim𝑘→∞ 𝑥𝑛𝑘, y como 𝐸′ es separable, entonces contiene una suce-

sión de puntos 𝑦1, 𝑦2, ⋯ tal que 𝑦 =  lim𝑘→∞ 𝑦𝑛𝑘. Luego,                

(𝑥, 𝑦) =  lim𝑘→∞(𝑥𝑛𝑘 , 𝑦𝑛𝑘). Por lo tanto, 𝐸 × 𝐸′ contiene una sucesión 

densa, o sea 𝐸 × 𝐸′ es un espacio métrico separable. 

La generalización de la demostración a un número finito de con-

juntos es inmediata. 

Se deduce de aquí que (ℝ𝑛 , 𝑑2) es un espacio métrico separable. 
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5.4. Ejercicios propuestos 
 

1. Pruebe que toda sucesión de Cauchy en un espacio métrico 

(𝐸, 𝑑) está acotada. 

 

2. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico. Si  nx  es una sucesión de Cau-

chy tal que existe una subsucesión  
knx  que converge a Ex , de-

muestre que la sucesión  nx  también converge a x. 

 

3. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico, (𝑏𝑛)𝑛∈ℕ ⊆ 𝐸 una sucesión de 

Cauchy y sea (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ una sucesión cualquiera de 𝐸 tal que 

  ,
1

,
n

bad nn  para cada 𝑛 ∈ ℕ. Demuestre que: 

(a) La sucesión  (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ  es de Cauchy. 

(b) (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ converge a un punto Ea  si y solo si (𝑏𝑛)𝑛∈ℕ 

converge a dicho punto. 

 

4. Demuestre las siguientes afirmaciones cuando sean ciertas y, 

cuando no lo sean encuentre un contraejemplo. 

(a) ℤ es completo con la métrica usual.  

(b) Toda sucesión de Cauchy en ℤ con la métrica discreta es 

convergente.  

(c) ℚ  no es completo con la métrica usual.  

(d) Un intervalo cualquiera con la métrica usual es completo. 

(e) El conjunto {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶  𝑥 >  0, 𝑥𝑦 ≥  1} con la métrica 

euclídea no es completo. 

 

5. Pruebe que los siguientes espacios métricos son completos: 

(a) (ℝ𝑛 , 𝑑2)                                                  (b) (ℝ𝑛 , 𝑑∞) 

*(c)   AdbaC ,,                                          *(d) (𝑆(ℝ), 𝑑) 
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6. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico  y 

𝑑′(𝑥, 𝑦) = min{𝑑(𝑥, 𝑦), 1} 

Pruebe que: 

(a) (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ es una sucesión de Cauchy de puntos de (𝐸, 𝑑) si y 

solo si lo es en (𝐸, 𝑑′).  
(b) Si (𝐸, 𝑑) es completo, entonces (𝐸, 𝑑′) también lo es. 

 

7. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico arbitrario. Pruebe que: 

(a) La unión de un número finito de subespacios completos es 

un espacio métrico completo. 

(b) La intersección de un número arbitrario de subespacios 

completos es un espacio métrico completo. 

 

8. Si (𝐸, 𝑑) y (𝐸′, 𝑑′) son espacios métricos isométricos y E es 

completo, pruebe que  𝐸′ es completo. 

 

*9.  Sea {(𝐸𝑖 , 𝑑𝑖)}𝑖∈ℕ una familia de espacios métricos completos 

uniformemente acotados, esto es, existe  𝑘 ∈ ℝ+ tal que si 

sup𝑖∈ℕ{𝛿(𝐸𝑖)} < 𝑘. Entonces, se define para 𝑥 = (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ,               

𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛∈ℕ ∈ ∏ 𝐸𝑛 = 𝐸𝑛∈ℕ   

   iii

i

i

yxdyxd ,
2

1
,

1














  

Pruebe que d es una distancia y que (𝐸, 𝑑) es un espacio métrico 

completo. 

 

*10. Sean (𝐸, 𝑑) y (𝐸′, 𝑑′) espacios métricos, con (𝐸′, 𝑑′) comple-

to. Sea 𝐴 el conjunto formado por todas las aplicaciones acotadas de 𝐸 

en 𝐸′. Se define en 𝐴 la siguiente métrica: 

𝑑∗(𝑓, 𝑔) =  sup𝑥∈𝐸{𝑑′(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥))}  para  𝑓, 𝑔 ∈ 𝐴 

Pruebe que (𝐴, 𝑑∗) es un espacio métrico completo. 

 (𝑓: 𝐸 ⟶ 𝐸′ es acotada si su imagen lo es; esto es,     Ef ) 
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11. Pruebe que si 𝑅1, 𝑅2,⋯   forman una base del espacio 𝐸 y los 

subconjuntos 𝑆1, 𝑆2,⋯ forman una base del espacio 𝐸′, entonces los 

conjuntos 𝑅𝑚 × 𝑆𝑛 (𝑚, 𝑛 ∈  ℕ) forman una base del espacio  𝐸 ×  𝐸′. 
 

12. Pruebe que 
21 EE   es separable si y solo si 

21 y EE  son se-

parables. 

Sugerencia: Demuestre que: 

(a) Para cada 
22 Ea   (

11 Ea  ) la aplicación  211 ,axx   

(respectivamente  212 , xax  ) es una isometría de 
1E  (respecti-

vamente 
2E ) sobre el subespacio cerrado  21 aE   (respectivamente 

  21 Ea  ). 

(b) Sea  𝑓: (𝐸, 𝑑) ⟶ (𝐸′, 𝑑′) una isometría, entonces f  es un 

homeomorfismo. 

(c) Si (𝐸, 𝑑) es separable y Φ: (𝐸, 𝑑) ⟶ (𝐸′, 𝑑′) es una isome-

tría, entonces (𝐸′, 𝑑′) es separable. 

 

13. Sea 𝑓: (𝐸, 𝑑) ⟶ (𝐸′, 𝑑′) continua y (𝐸, 𝑑) completo. Pruebe 

que si (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ es de Cauchy en (𝐸, 𝑑), entonces (𝑓(𝑥𝑛)) 𝑛∈ℕ es de 

Cauchy en (𝐸′, 𝑑′). Dé un contraejemplo en el caso en que (𝐸, 𝑑) no 

sea completo. 

 

14. Sea  TdE,  el espacio métrico discreto. Pruebe que 𝐸 es se-

parable si y solo si es a lo sumo numerable. 
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Capítulo 6 
 

 

 
 

Espacios Métricos Compactos 
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6.1. Espacios métricos compactos 
 

En este capítulo se introduce el concepto de espacio métrico com-

pacto. Se estudian importantes propiedades de los conjuntos compac-

tos. Además, se analiza la relación entre compacidad y funciones con-

tinuas, y el producto cartesiano de espacios compactos. Finalmente, se 

define un conjunto de números reales con importantes propiedades. 

 

Definición. Se dice que un espacio métrico 𝐸 es compacto si sa-

tisface la propiedad de Bolzano-Weierstrass; esto es, si se puede selec-

cionar de cada sucesión de puntos (𝑥𝑛) de este espacio una subsuce-

sión convergente hacia algún punto 𝑥 de 𝐸, o sea, si existen una suce-

sión de índices  

𝑛1 < 𝑛2 <  ⋯ 

y un punto 𝑥 de 𝐸 tales que 

lim
𝑘→∞

𝑥𝑛𝑘 = 𝑥 

Cuando se dice que un conjunto 𝐴 es compacto, se entiende que el 

conjunto 𝐴 tratado como un espacio forma un espacio compacto; ha-

blando estrictamente, que toda sucesión de puntos pertenecientes al 

conjunto 𝐴 contiene una subsucesión que converge hacia un punto que 

también pertenece a 𝐴; esto es, para toda (𝑎𝑛) ⊆ 𝐴 existen                   

(𝑎𝑛𝑘) ⊆ (𝑎𝑛) y 𝑎 ∈ 𝐴 tal que 𝑎𝑛𝑘 𝑘→∞
→  𝑎; es decir, 𝐴 es compacto si 

satisface la propiedad de Bolzano-Weierstrass.  

Luego, 𝐴 no es compacto cuando existe una sucesión de puntos de 

𝐴 tal que no contiene ninguna subsucesión que converja hacia un punto 

de 𝐴.  
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Ejemplos 

1) [𝑎, 𝑏] ⊆ ℝ con la métrica usual es compacto. 

A partir del teorema de Bolzano-Weierstrass visto en Análisis I, se 

sabe que toda sucesión acotada de números reales (𝑥𝑛) contiene una 

subsucesión convergente (ver apéndice al final de este capítulo).  

Esta propiedad permite probar que [𝑎, 𝑏] ⊆ ℝ con la métrica usual es un 

espacio compacto, ya que toda sucesión de puntos del conjunto [𝑎, 𝑏] está 

acotada y, por lo tanto, contiene una subsucesión convergente. Como este 

conjunto es cerrado, el punto al cual converge pertenece a él. 

De manera análoga se puede probar que todo conjunto cerrado y 

acotado en ℝ con la métrica usual es compacto. 

 

2) Sea (ℝ, | |) y  considérese 𝐴 = (0,1) ⊆ ℝ. Entonces, 𝐴 no es 

compacto.  

En efecto, se considera la sucesión  (𝑎𝑛) = (
1

2
,
1

3
,⋯ ,

1

𝑛
, ⋯ ) de 

puntos de 𝐴 que converge a cero, y, por lo tanto, toda subsucesión suya 

también converge a cero; pero 0 ∉ 𝐴. Luego, la sucesión (𝑎𝑛) de pun-

tos de 𝐴 no contiene ninguna subsucesión que converja a un punto de 

𝐴, de donde, 𝐴 = (0,1) no es compacto. 

 

3) Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico arbitrario y sea 𝐴 ⊆ 𝐸 tal que 𝐴 

es un conjunto finito. Entonces, 𝐴 es necesariamente compacto. 

En efecto, por ser A un conjunto finito toda sucesión (𝑎𝑛) de pun-

tos de 𝐴 es tal que al menos uno de los elementos de 𝐴, por ejemplo 𝑏, 

aparece un número infinito de veces en la sucesión. Luego (𝑏, 𝑏,⋯ ) es 

una subsucesión de (𝑎𝑛) que converge al punto 𝑏 que pertenece a 𝐴.  

 

4) (ℝ, | |) no es un espacio métrico compacto. 

En efecto, si se considera la sucesión de números reales       
(𝑎𝑛) = (2𝑛) se tiene que converge a infinito y, por lo tanto, cualquier 

subsucesión de ella converge a infinito. 
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Propiedades de los espacios métricos compactos 

 

Teorema 1. Un espacio métrico compacto (𝐸, 𝑑) es completo. 

Demostración. Sea  (𝑥𝑛) una sucesión de Cauchy de puntos de 𝐸 y 

sea 𝜀 > 0. Como (𝑥𝑛) es de Cauchy, existe 𝑛0(𝜀) ∈ ℕ  tal que para 

todo 𝑛,𝑚 > 𝑛0  𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥𝑚) <
𝜀
2⁄ . 

Además, por hipótesis, 𝐸 es compacto, de donde, existe una sub-

sucesión convergente (𝑥𝑛𝑘) de (𝑥𝑛)  tal que lim𝑘→∞ 𝑥𝑛𝑘 = 𝑥 ∈ 𝐸 . De 

aquí, dado 𝜀 > 0 existe 𝑘0 ∈ ℕ tal que para todo 𝑘 > 𝑘0           
𝑑(𝑥𝑛𝑘 , 𝑥) <  

𝜀
2⁄ . 

Se observa que 𝑘0 ∈ ℕ puede elegirse de modo tal que 𝑛𝑘0 > 𝑛0. 

Pues si 𝑛𝑘0 ≤ 𝑛0 para todo 𝑘0 ∈ ℕ, entonces el conjunto {𝑛𝑘} sería 

finito y, por lo tanto, la aplicación que a cada 𝑘 ⟶ 𝑛𝑘 de ℕ en ℕ no 

sería inyectiva y entonces, no sería estrictamente creciente, lo que con-

tradice la definición de subsucesión. Luego, como 𝑘 > 𝑘0 implica  

𝑛𝑘 > 𝑛𝑘0 > 𝑛0, resulta que 𝑛𝑘 > 𝑛0 y como también 𝑛 > 𝑛0, entonces  

𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥𝑛𝑘) <
𝜀
2⁄ . 

Luego, aplicando la desigualdad triangular surge que 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) ≤  𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥𝑛𝑘) +  𝑑(𝑥𝑛𝑘 , 𝑥) <  
𝜀
2⁄ + 𝜀 2⁄ = 𝜀 

para todo 𝑛 > 𝑛0.  
Es decir, se ha probado que existe 𝑥 ∈ 𝐸 tal que 𝑥 = lim𝑛→∞ 𝑥𝑛, 

esto es, 𝐸 es completo. 

 

Observaciones 

1. Si se aplica el teorema 1 al espacio métrico ([𝑎, 𝑏], | |) se tie-

ne el siguiente resultado: Como  ([𝑎, 𝑏], | |) es un espacio métrico 

compacto, entonces ([𝑎, 𝑏], | |) es un espacio métrico completo. 

 

2. Del teorema 1, se deduce: “Si 𝐸 no es un espacio métrico com-

pleto, entonces 𝐸 no es un espacio compacto”. 

Por ejemplo, se ha visto que el espacio métrico ((0,1), | |) no es 

un espacio métrico completo, de donde, se deduce que  ((0,1), | |) no 

es un espacio métrico compacto. 
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3. En general, la recíproca de este teorema no es cierta, esto es, si 

𝐸 es un espacio métrico completo, entonces 𝐸 no es necesariamente 

compacto. 

Por ejemplo, (ℝ, | |) es completo y no es compacto. 

 

Teorema 2. Todo espacio métrico compacto (𝐸, 𝑑) es separable. 

Además, para todo 𝜀 > 0 existe un número finito de puntos cuyo con-

junto 𝐴𝜀 = {𝑝1, 𝑝2,⋯ , 𝑝𝑘} es tal que 𝑑(𝑥, 𝐴𝜀) < 𝜀, para todo 𝑥 ∈ 𝐸, es 

decir que todo punto 𝑥 del espacio 𝐸 se encuentra a una distancia me-

nor que 𝜀 de algún punto del conjunto 𝐴𝜀. 
Demostración. Se define inductivamente el conjunto 𝐴𝜀. Dado 

𝜀 > 0, sea 𝑝1 un punto arbitrario de 𝐸 y 𝑝2 otro punto de 𝐸 tal que 

𝑑(𝑝1, 𝑝2) ≥ 𝜀, suponiendo que tal punto existiese; en caso contrario, se 

tomaría 𝐴𝜀 = {𝑝1}. 
Sea 𝑝3 un punto arbitrario de 𝐸 tal que 𝑑(𝑝3, 𝑝1) ≥ 𝜀 y 

𝑑(𝑝3, 𝑝2) ≥ 𝜀, suponiendo que tal punto existiese; si no existiese, se 

tomaría 𝐴𝜀 = {𝑝1, 𝑝2}. 
Repitiendo este razonamiento, sea 𝑝𝑛 un punto arbitrario de 𝐸 tal 

que 𝑑(𝑝𝑛 , 𝑝𝑚) ≥ 𝜀, para todo 𝑚 < 𝑛, suponiendo que exista tal punto 

𝑝𝑛; si no existiese, se tomaría 𝐴𝜀 = {𝑝1, 𝑝2, ⋯ , 𝑝𝑛−1}. 
Este razonamiento puede realizarse solo un número finito de ve-

ces, pues en caso contrario, la sucesión  (𝑝𝑛) de puntos de 𝐸 tendría 

que contener una subsucesión convergente hacia un punto de 𝐸, en 

virtud de la hipótesis de compacidad de 𝐸, lo cual es imposible pues 

ninguna subsucesión de (𝑝𝑛) es de Cauchy por la forma en que se ob-

tuvo (𝑝𝑛) y, por lo tanto, no puede ser convergente. 

Así, se ha definido el conjunto 𝐴𝜀, y es claro que todo punto de 𝐸 

dista de 𝐴𝜀 en menos que 𝜀. En efecto, si 𝑥 es un punto cualquiera de 𝐸 

tal que 𝑥 ∉ 𝐴𝜀, entonces 

𝑑(𝑥, 𝑝𝑗) < 𝜀  para todo  𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑘 

de donde, 

𝑑(𝑥, 𝐴𝜀) = inf
1≤𝑗≤𝑘
𝑝𝑗∈𝐴𝜀

{𝑑(𝑥, 𝑝𝑗)} ≤ 𝑑(𝑥, 𝑝𝑗) < 𝜀 

 para todo   𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑘. 
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Por otro lado, si 𝑥 ∈ 𝐴𝜀, entonces 𝑥 = 𝑝𝑗  para algún                  

 𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑘, de donde, 

𝑑(𝑥, 𝐴𝜀) = 0 < 𝜀. 

Resta demostrar que el espacio 𝐸 es separable. Considérese  

𝐵 = 𝐴1 ∪ 𝐴1
2⁄
∪ ⋯∪ 𝐴1

𝑛⁄
∪⋯ =⋃𝐴1

𝑛⁄

𝑛∈ℕ

. 

Este conjunto, por ser unión a lo sumo numerable de conjuntos a lo 

sumo numerables, es a lo sumo numerable (Ascheri y Reid, 2008, capí-

tulo 1). 

Además, es denso en 𝐸,  pues para todo 𝑥 ∈ 𝐸 y para todo 𝑛 ∈ ℕ 

se tiene que  

𝑑(𝑥, 𝐵) ≤ 𝑑 (𝑥, 𝐴1
𝑛⁄
) <

1

𝑛
    pues  𝐴1

𝑛⁄
⊆ 𝐵 (ver Nota 1) 

Luego, existe un punto 𝑏 ∈ 𝐵 tal que 𝑑(𝑥, 𝑏) <
1

𝑛
 (ver Nota 2). Por 

la propiedad arquimedeana, dado  𝜀 > 0 existe 𝑛0 ∈  ℕ tal que    
1

𝑛0
<  𝜀. De donde, para todo 𝑛 > 𝑛0 

𝑑(𝑥, 𝑏) <
1

𝑛
<

1

𝑛0
<  𝜀. 

Por lo tanto, existe 𝑏 ∈ 𝐵 tal que 𝑏 ∈ 𝐵(𝑥, 𝜀), de donde,  𝑥 ∈ 𝐵. 

De este modo   𝐸 ⊆ 𝐵, lo que implica que 𝐵 es denso en 𝐸. Por tanto, 

𝐸 es separable. 

 

Notas 

1. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico, 𝐴 y 𝐵 subconjuntos no vacíos 

de 𝐸 tales que 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐸. Entonces,  𝑑(𝑥, 𝐵) ≤ 𝑑(𝑥, 𝐴) para todo 

𝑥 ∈ 𝐸. 

Sea 𝑎 ∈ 𝐴. Como 𝐴 ⊆ 𝐵, entonces 𝑎 ∈ 𝐵, de donde 

𝑑(𝑥, 𝐵) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑎) 

Luego, cualquiera sea 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑑(𝑥, 𝐵) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑎),  de donde, 

 𝑑(𝑥, 𝐵) ≤ 𝑑(𝑥, 𝐴). 
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2. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico, 𝐵 un subconjunto no vacío de 

𝐸 y 𝑥 ∈ 𝐸 tal que  𝑑(𝑥, 𝐵) <
1

𝑛
  cualquiera sea 𝑛 ∈ ℕ. Entonces, existe 

𝑏 ∈ 𝐵 tal que  𝑑(𝑥, 𝑏) <
1

𝑛
  para todo 𝑛 ∈ ℕ. 

Es inmediato, a partir de la definición de ínfimo. 

 

Observación  
Este teorema se puede enunciar también como sigue: “Todo espa-

cio métrico compacto (𝐸, 𝑑) es separable y totalmente acotado”. 

En efecto, se ha probado que para todo 𝑥 ∈ 𝐸 y para todo 𝜀 > 0 

existe un número finito de puntos  𝑝1, 𝑝2, ⋯ , 𝑝𝑘  de 𝐸 tales que 

𝑑(𝑥, 𝐴𝜀) < 𝜀,  siendo  𝐴𝜀 = {𝑝1, 𝑝2, ⋯ , 𝑝𝑘}. 
Luego, existe 𝑝𝑗 ∈ 𝐴𝜀, 𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑘, digamos 𝑝𝑗0 tal que 

𝑑(𝑥, 𝑝𝑗0) < 𝜀, de donde 𝑥 ∈ 𝐵(𝑝𝑗0 , 𝜀) ⊆  𝐵𝐶(𝑝𝑗0 , 𝜀) para algún 

𝑝𝑗0 ∈ 𝐴𝜀; por lo tanto, 𝑥 ∈ ⋃ 𝐵𝐶(𝑝𝑗, 𝜀)
𝑘
𝑗=1 , lo que implica que 𝐸 es un 

conjunto totalmente acotado. 

 

Teorema 3. Todo espacio métrico compacto es acotado. 

Demostración 1. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico compacto y consi-

dérese 𝜀 = 1. Se debe probar que 𝐸 es acotado. Esto es inmediato de la 

definición inductiva del conjunto finito 𝐴𝜀 del teorema 2. En efecto, 

como 

𝐸 = 𝐴1 ∪ (𝐸 − 𝐴1) 

resulta que 

𝛿(𝐸) = 𝛿(𝐴1 ∪ (𝐸 − 𝐴1)) ≤ 𝛿(𝐴1) + 𝛿(𝐸 − 𝐴1) + 𝑑(𝐴1, 𝐸 − 𝐴1) <

< 𝛿(𝐴1) + 2, 

debido a que 𝑑(𝐴1, 𝐸 − 𝐴1) ≤ 𝑑(𝑝𝑗 , 𝑥) < 1 cualesquiera sean 𝑝𝑗 ∈ 𝐴1 

y  𝑥 ∈ 𝐸 − 𝐴1 y  a que  𝛿(𝐸 − 𝐴1) ≤ 1. Además, como 𝐴1 un conjunto 

finito, entonces es acotado 

Por lo tanto, 𝐸 es acotado. 

 

Demostración 2. Como 𝐸 es compacto entonces, por el teorema 2, 

𝐸 es totalmente  acotado, de donde, 𝐸 es acotado. 
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Teorema 4. Un subconjunto compacto 𝐴 de un espacio métrico 

arbitrario 𝐸 es un conjunto cerrado. 

Demostración. Sea 𝑥 ∈ 𝐴. Entonces, existe (𝑥𝑛) ⊆ 𝐴 tal que 

𝑥𝑛
𝑛→∞
→   𝑥 en 𝐸. Como 𝐴 es compacto, por hipótesis, existen (𝑥𝑛𝑘) sub-

sucesión de (𝑥𝑛) y un punto 𝑎 ∈ 𝐴 tal que 𝑥𝑛𝑘 𝑘→∞
→  𝑎. Pero además, 

como (𝑥𝑛𝑘) es una subsucesión de (𝑥𝑛), entonces 𝑥𝑛𝑘 𝑘→∞
→  𝑥. Luego, 

por unicidad del límite de una sucesión,  𝑥 = 𝑎 ∈ 𝐴. Por lo tanto,  

𝐴 ⊆ 𝐴. 

 

Observación 

De los teoremas 3 y 4 resulta que: Un subconjunto compacto 𝐴 de 

un espacio métrico arbitrario 𝐸 es un conjunto cerrado y acotado.  

 

Teorema 5. Todo subconjunto cerrado 𝐹 de un espacio métrico 

compacto 𝐸 es compacto. 

Demostración. Sea (𝑥𝑛) una sucesión arbitraria de puntos de 

𝐹 ⊆ 𝐸. Como, por hipótesis, 𝐸 es compacto, existe (𝑥𝑛𝑘) subsucesión 

de (𝑥𝑛)  que converge a un punto 𝑥 ∈  𝐸. Luego, 𝑥 ∈ 𝐹  y, como 𝐹 es 

cerrado,  𝑥 ∈ 𝐹. Esto demuestra la compacidad de 𝐹. 

 

Teorema 6. (Cantor). En un espacio métrico compacto 𝐸, toda 

sucesión (𝐹𝑛) de conjuntos cerrados no vacíos encajados de 𝐸 (es de-

cir, 𝐹1 ⊇ 𝐹2 ⊇ ⋯ ⊇ 𝐹𝑛 ⊇ ⋯) satisface  

⋂𝐹𝑛
𝑛∈ℕ

≠  ∅. 

Demostración. Como cada conjunto 𝐹𝑛 ≠ ∅, para todo 𝑛 ∈ ℕ, en-

tonces se puede elegir un punto 𝑥𝑛 ∈ 𝐹𝑛, 𝑛 ∈ ℕ. Queda así determina-

da una sucesión (𝑥𝑛) de puntos del espacio compacto 𝐸. Luego, exis-

ten (𝑥𝑛𝑘) subsucesión de (𝑥𝑛) y 𝑥 ∈ 𝐸 tal que 𝑥𝑛𝑘 𝑘→∞
→  𝑥. Cada uno de 

los conjuntos 𝐹𝑛 contiene a casi todos los términos de la sucesión (𝑥𝑛), 
excepto a lo sumo un número finito y, por lo tanto, a casi todos los 

términos de la subsucesión (𝑥𝑛𝑘). Luego, 𝑥 ∈ 𝐹𝑛 , para todo 𝑛 ∈ ℕ. Y 

como los conjuntos 𝐹𝑛 son cerrados, se concluye que 𝑥 ∈ 𝐹𝑛 ,  para todo 

𝑛 ∈ ℕ. Por lo tanto, 𝑥 ∈ ⋂ 𝐹𝑛𝑛∈ℕ   y así, ⋂ 𝐹𝑛𝑛∈ℕ ≠  ∅. 
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Teorema 7. (Borel). Si 𝐸 es un espacio métrico compacto tal que 

𝐸 = ⋃ 𝐺𝑛𝑛∈ℕ , siendo 𝐺𝑛 conjuntos abiertos, entonces existe un índice 

𝑚 tal que 𝐸 = 𝐺1 ∪ 𝐺2 ∪⋯∪ 𝐺𝑚 = ⋃ 𝐺𝑖
𝑚
𝑖=1 .  

En otras palabras: todo cubrimiento numerable de un espacio mé-

trico compacto 𝐸 compuesto por conjuntos abiertos contiene un subcu-

brimiento finito. 

Demostración. Supóngase que 𝐸 es un espacio métrico compacto 

tal que 𝐸 = ⋃ 𝐺𝑛𝑛∈ℕ , siendo 𝐺𝑛 conjuntos abiertos. Supóngase, ade-

más, que no existe un índice 𝑚 tal que  𝐸 = ⋃ 𝐺𝑖
𝑚
𝑖=1  y considérense los 

siguientes conjuntos: 

𝐹1 = 𝐸 − 𝐺1 

𝐹2 = 𝐸 − (𝐺1 ∪ 𝐺2) 

⋮ 

𝐹𝑛 = 𝐸 − (𝐺1 ∪ 𝐺2 ∪⋯∪ 𝐺𝑛) 

⋮ 

Por lo tanto, 𝐹𝑛 es un cerrado de 𝐸, para cada 𝑛 ∈ ℕ, por ser el 

complemento de un conjunto abierto. Además, 𝐹𝑛 ≠  ∅, para todo 

𝑛 ∈ ℕ, pues si algún 𝐹𝑛 fuera vacío, entonces 𝐸 = ⋃ 𝐺𝑖,
𝑛
𝑖=1  lo cual se-

ría una contradicción. Claramente, también se satisface la condición 

𝐹1 ⊇ 𝐹2 ⊇ ⋯ ⊇ ⋯. 

Entonces, como 𝐸 es compacto, por el teorema de Cantor, se con-

cluye que  

⋂𝐹𝑛
𝑛∈ℕ

≠  ∅. 

En virtud de las leyes de De Morgan, se deduce que  

𝐸 ≠ 𝐸 − ⋂𝐹𝑛
𝑛∈ℕ

=⋃ (𝐸 − 𝐹𝑛)
𝑛∈ℕ

=⋃ (𝐺1 ∪ 𝐺2 ∪⋯∪ 𝐺𝑛)
𝑛∈ℕ

. 

Por otro lado, por hipótesis, se tiene que  

𝐸 =⋃ 𝐺𝑛
𝑛∈ℕ

⊆⋃ (𝐺1 ∪ 𝐺2 ∪⋯∪ 𝐺𝑛)
𝑛∈ℕ

⊆ 𝐸 

entonces,  
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𝐸 = ⋃ (𝐺1 ∪ 𝐺2 ∪⋯∪ 𝐺𝑛)𝑛∈ℕ . 

Luego, se ha llegado a una contradicción. Por lo tanto, existe un 

índice 𝑚 tal que  𝐸 = ⋃ 𝐺𝑖
𝑚
𝑖=1 . 

 

La siguiente caracterización de la noción de compacidad es muy 

importante. De hecho, a veces se toma como definición de espacio 

métrico compacto. 

 

Teorema 8. (Borel-Lebesgue). Si 𝐸 es un espacio métrico com-

pacto tal que 𝐸 = ⋃ 𝐺𝑡𝑡 , siendo 𝐺𝑡 conjuntos abiertos, entonces existe 

un sistema finito de índices 𝑡1, 𝑡2, ⋯ , 𝑡𝑚  tal que  𝐸 = ⋃ 𝐺𝑡𝑖
𝑚
𝑖=1 . 

En otras palabras: todo cubrimiento de un espacio métrico com-

pacto 𝐸 compuesto por conjuntos abiertos contiene un subcubrimiento 

finito. 

Demostración. Supóngase que  𝐸 es un espacio métrico compacto 

tal que 𝐸 = ⋃ 𝐺𝑡𝑡 , siendo 𝐺𝑡 conjuntos abiertos. Por ser 𝐸 compacto, 

entonces 𝐸 es separable (por el teorema 2) y, por lo tanto, se puede 

aplicar el teorema de Lindelöf en virtud del cual todo cubrimiento del 

espacio separable 𝐸 compuesto por conjuntos abiertos 𝐺𝑡 contiene un 

subcubrimiento a lo sumo numerable. 

Así, si el subcubrimiento es numerable, entonces 𝐸 = ⋃ 𝐺𝑡𝑛𝑛∈ℕ , 

siendo 𝐺𝑡𝑛 conjuntos abiertos. Por el teorema de Borel (teorema 7), 

este subcubrimiento contiene un subcubrimiento finito 

𝐺𝑡1 , 𝐺𝑡2, ⋯ , 𝐺𝑡𝑚 tal que 

𝐸 = 𝐺𝑡1 ∪ 𝐺𝑡2 ∪ ⋯∪ 𝐺𝑡𝑚 = ⋃ 𝐺𝑡𝑖
𝑚
𝑖=1 , 

y el teorema queda demostrado. 

Si el subcubrimiento es finito, entonces el teorema es inmediato. 

 

Observaciones 

1. Un espacio 𝐸 tiene la propiedad de Borel-Lebesgue si: todo cu-

brimiento de 𝐸 compuesto por conjuntos abiertos contiene un subcu-

brimiento finito; más explícitamente, para todo cubrimiento {𝐺𝑡}𝑡∈𝑇 de 

𝐸 compuesto por conjuntos abiertos existe un sistema finito de índices 

𝑡1, 𝑡2,⋯ , 𝑡𝑚 tal que 𝐸 = ⋃ 𝐺𝑡𝑖
𝑚
𝑖=1 . 
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2. En virtud de la observación 1, el teorema de Borel-Lebesgue se 

puede enunciar como sigue: Si 𝐸 es un espacio métrico compacto, en-

tonces 𝐸 posee la propiedad de Borel- Lebesgue. 

 

3. El teorema de Borel-Lebesgue puede enunciarse de forma más 

general como sigue:  

Sea 𝐴 un espacio compacto y sea {𝐺𝑡}𝑡∈𝑇  una familia dada de con-

juntos abiertos tal que 𝐴 ⊆ ⋃ 𝐺𝑡𝑡∈𝑇  en un espacio métrico arbitrario 𝐸. 

Entonces, existe un sistema finito de índices 𝑡1, 𝑡2,⋯ , 𝑡𝑚 tal que      

𝐴 ⊆ ⋃ 𝐺𝑡𝑖
𝑚
𝑖=1 . Esto es, si 𝐴 es un espacio compacto en un espacio mé-

trico arbitrario 𝐸, entonces 𝐴 tiene la propiedad de Borel-Lebesgue. 

En efecto, sea 𝐴 ⊆ ⋃ 𝐺𝑡𝑡∈𝑇 . Como 𝐴 es separable, ya que es com-

pacto, se puede aplicar el teorema de Lindelöf, en virtud del cual todo 

cubrimiento de 𝐴 compuesto por conjuntos abiertos 𝐺𝑡 contiene un 

subcubrimiento a lo sumo numerable. 

Si el subcubrimiento es finito, entonces resulta inmediato. Si el 

subcubrimiento es numerable, entonces 𝐴 ⊆ ⋃ 𝐺𝑡𝑛
∞
𝑛=1 . Aplicando el 

teorema de Borel a este cubrimiento, se puede elegir un subcubrimien-

to finito 𝐺𝑡1 , 𝐺𝑡2,⋯ , 𝐺𝑡𝑚 tal que  

𝐴 ⊆⋃𝐺𝑡𝑖

𝑚

𝑖=1

, 

quedando así demostrado que 𝐴 tiene la propiedad de Borel-Lebesgue. 

 

El siguiente resultado puede verse como un refinamiento del teo-

rema de Cantor.  

 

Teorema 9. (Riesz). Si 𝐸 es un espacio métrico compacto y 
{𝐹𝑡}𝑡∈𝑇 es una familia de conjuntos cerrados de  𝐸 tal que               

𝐹𝑡1 ∩ 𝐹𝑡2 ∩⋯∩ 𝐹𝑡𝑚 ≠ ∅ para todo sistema finito de índices, entonces 

toda la familia tiene una intersección no vacía, es decir,  ⋂ 𝐹𝑡𝑡∈𝑇 ≠ ∅. 

Demostración. Supóngase que ⋂ 𝐹𝑡𝑡∈𝑇 = ∅. Entonces, {𝐸 − 𝐹𝑡}𝑡∈𝑇 

sería una familia de abiertos de 𝐸 tal que 

𝐸 = 𝐸 − ⋂ 𝐹𝑡𝑡∈𝑇 = ⋃  (𝐸 − 𝐹𝑡)𝑡∈𝑇 . 

Luego, esta familia es un cubrimiento abierto del espacio compac-

to 𝐸 y, entonces, por el teorema de Borel-Lebesgue (teorema 8), este 
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cubrimiento contiene un subcubrimiento finito  𝐸 − 𝐹𝑡1, 𝐸 − 𝐹𝑡2,

. . . , 𝐸 − 𝐹𝑡𝑚   tal que  

𝐸 =⋃(E − F𝑡𝑖).

𝑚

𝑖=1

 

De aquí, en virtud de las leyes de De Morgan, se obtiene 

∅ =  𝐸 −⋃(𝐸 − 𝐹𝑡𝑖)

𝑚

𝑖=1

=⋂𝐹𝑡𝑖

𝑚

𝑖=1

 

lo cual es absurdo, pues contradice la hipótesis. Luego,  ⋂ 𝐹𝑡𝑡∈𝑇 ≠ ∅. 

 

Observaciones 

1. Se dice que una familia {𝐹𝑡}𝑡∈𝑇 de conjuntos tiene la propiedad 

de la intersección finita (P.I.F.), si toda subfamilia finita 

{𝐹𝑡1 , 𝐹𝑡2,⋯ , 𝐹𝑡𝑚} posee una intersección no vacía; esto es, si          

𝐹𝑡1 ∩ 𝐹𝑡2 ∩⋯∩ 𝐹𝑡𝑚 ≠ ∅ para todo sistema finito de índices. 

 

2. Se dice que un espacio 𝐸 tiene la propiedad de Riesz, si una 

familia {𝐹𝑡}𝑡∈𝑇 de conjuntos cerrados de este espacio 𝐸 que verifique 

la P.I.F. tiene, ella misma, una intersección no vacía, es decir, 

⋂ 𝐹𝑡𝑡∈𝑇 ≠ ∅. 

 

3. En virtud de las observaciones anteriores, el teorema de Riesz 

(Teorema 9) se puede enunciar del siguiente modo: 

Si 𝐸 es un espacio métrico compacto, entonces 𝐸 posee la propie-

dad de Riesz, esto es, si 𝐸 es un espacio métrico compacto y {𝐹𝑡}𝑡∈𝑇 es 

una familia de conjuntos cerrados de 𝐸 tal que verifique la P.I.F., en-

tonces toda la familia tiene una intersección no vacía, es decir, 

⋂ 𝐹𝑡𝑡∈𝑇 ≠ ∅. 

 

Definición. Se dice que un espacio métrico 𝐸 es contablemente 

compacto, si todo conjunto infinito de 𝐸 contiene un punto de acumu-

lación que pertenece al espacio 𝐸.  

Cuando se dice que un conjunto 𝐴 de 𝐸 es contablemente compac-

to, se entiende que el conjunto 𝐴 tratado como un espacio forma un 

espacio contablemente compacto, hablando estrictamente, si todo con-
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junto infinito 𝐵 de 𝐴 contiene un punto de acumulación que pertenece 

al espacio 𝐴.  

 

Teorema 10. Sea 𝐸 un espacio métrico arbitrario. Las siguientes 

afirmaciones son equivalentes: 

1) 𝐸 es compacto, o sea, 𝐸 posee la propiedad de Bolzano-

Weierstrass. 

2) 𝐸 posee la propiedad de Borel-Lebesgue. 

3) 𝐸 es contablemente compacto. 

Demostración. 

1) ⟹ 2) Ya fue probado en el teorema 8 de Borel-Lebesgue. 

2) ⟹ 3) Supóngase que 𝐴 es un subconjunto de 𝐸 con la propie-

dad de Borel- Lebesgue que no posee puntos de acumulación en 𝐸.  

Como ningún punto de 𝐸 es punto de acumulación de 𝐴, entonces 

para cada 𝑥 ∈ 𝐸 existe una bola 𝐵(𝑥, 𝜀) que no corta a 𝐴 o bien solo lo 

corta en el propio punto 𝑥. (1) 

Se observa que la familia {𝐵(𝑥, 𝜀)}𝑥∈𝐸 es un cubrimiento abierto 

de 𝐸, pues para cada punto 𝑥 ∈ 𝐸, se tiene que 𝑥 ∈ 𝐵(𝑥, 𝜀), cualquiera 

sea 𝜀 > 0  y, por lo tanto, ⋃ {𝑥} ⊆ ⋃ 𝐵(𝑥, 𝜀),𝑥∈𝐸𝑥∈𝐸  cualquiera sea 

𝜀 > 0. Se tiene así la igualdad  𝐸 = ⋃ 𝐵(𝑥, 𝜀)𝑥∈𝐸 , cualquiera sea   

𝜀 > 0. 

Se toma, entonces, la familia {𝐵(𝑥, 𝜀)}𝑥∈𝐸 siempre que 𝜀 > 0   ve-

rifique la condición (1) como un cubrimiento abierto de 𝐸. 

Como 𝐸  posee la propiedad de Borel-Lebesgue, este cubrimiento 

admite un subcubrimiento finito, es decir, es posible elegir un subcu-

brimiento finito {𝐵(𝑥𝑖, 𝜀𝑖): 𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑛} de modo tal que  

𝐴 ⊆ 𝐸 =⋃𝐵(𝑥𝑖, 𝜀𝑖)

𝑛

𝑖=1

. 

Como ⋃ 𝐵(𝑥𝑖, 𝜀𝑖)
𝑛
𝑖=1  contiene un máximo de 𝑛 puntos de 𝐴, ya que 

cada bola tiene uno o ningún punto de 𝐴, entonces se concluye que 𝐴 

es un conjunto finito. En consecuencia, se ha probado que si 𝐴 es un 

subconjunto de  𝐸 con la propiedad de Borel-Lebesgue que no posee 

puntos de acumulación en  𝐸, entonces 𝐴 es un conjunto finito. Por lo 

tanto, todo subconjunto infinito de 𝐸 con la propiedad de Borel-

Lebesgue contiene un punto de acumulación en 𝐸. 



ESPACIOS MÉTRICOS 

| 159 

 

3) ⟹ 1) Sea (𝑥𝑛) una sucesión de puntos de 𝐸 y se designa con 𝐵 

el conjunto formado con los términos de la sucesión (𝑥𝑛); esto es,  

𝐵 = {𝑥1, 𝑥2,⋯ }. 

Si 𝐵 es un conjunto finito, entonces la sucesión (𝑥𝑛) es tal que al 

menos uno de los puntos de 𝐸, por ejemplo 𝑏, se repite un número in-

finito de veces en la sucesión (𝑥𝑛). Luego, (𝑏, 𝑏,⋯ ) es una subsuce-

sión de (𝑥𝑛) que converge al punto 𝑏 ∈ 𝐸. Por lo tanto, 𝐸 es compacto. 

Por otra parte, si 𝐵 es infinito, entonces por ser 𝐸 contablemente 

compacto, 𝐵 tiene un punto de acumulación 𝑥 ∈ 𝐸. Pero entonces, ca-

da una de las bolas 𝐵 (𝑥,
1

𝑘
), para todo 𝑘 ∈ ℕ, contiene un número infi-

nito de puntos de 𝐵 y, por lo tanto, un número infinito de términos de 

la sucesión (𝑥𝑛). Se construye la subsucesión (𝑥𝑛𝑘) de (𝑥𝑛) del si-

guiente modo: 

Se toma 𝑥𝑛1 ∈ 𝐵(𝑥, 1) 

Se escoge 𝑥𝑛2 ∈ 𝐵 (𝑥,
1

2
)  de modo tal que 𝑛2 > 𝑛1. 

Se elige 𝑥𝑛3 ∈ 𝐵 (𝑥,
1

3
)  tal que 𝑛3 > 𝑛2. 

Se continúa la construcción de manera análoga. Obsérvese que es 

posible continuar escogiendo un término para la sucesión (𝑥𝑛𝑘) porque 

en cada bola hay infinitos términos de la sucesión (𝑥𝑛). La sucesión 

(𝑥𝑛𝑘) se ha elegido de modo tal que 𝑛1 < 𝑛2 < ⋯ < 𝑛𝑘 < ⋯  para 

todo 𝑘 ∈  ℕ, por lo que (𝑥𝑛𝑘) es una subsucesión de (𝑥𝑛). 

Sea 𝜀 > 0. Por la propiedad arquimedeana, existe 𝑘0 ∈ ℕ tal que 
1

𝑘0
< 𝜀, de donde, para todo 𝑘 > 𝑘0 se verifica que 

𝑥𝑛𝑘 ∈  𝐵 (𝑥,
1

𝑘
) ⊆ 𝐵 (𝑥,

1

𝑘0
) ⊆ 𝐵(𝑥, 𝜀). 

Es decir, 𝑑(𝑥𝑛𝑘 , 𝑥) < 𝜀  para todo 𝑘 > 𝑘0. 

Y esto implica que  

𝑥𝑛𝑘 𝑘→∞
→  𝑥, con 𝑥 ∈ 𝐸. 

Luego, 𝐸 es compacto.  
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Observación 
El teorema 10 se puede enunciar de forma más general como si-

gue: 

Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico arbitrario y sea 𝐴 ⊆ 𝐸. Entonces, 

son equivalentes: 

1) 𝐴 es compacto o sea, 𝐴 posee la propiedad de Bolzano-

Weierstrass. 

2) 𝐴 posee la propiedad de Borel-Lebesgue. 

3) 𝐴 es contablemente compacto. 

 

Teorema 11. En un espacio métrico compacto 𝐸, la familia de 

conjuntos que son a la vez abiertos y cerrados es a lo sumo numerable. 

Demostración. Como un espacio métrico compacto es separable 

(teorema 3), entonces 𝐸 tiene una base. Se designa con                     

ℬ = {𝐺1, 𝐺2,⋯ } la base de 𝐸. Pero entonces, todo conjunto abierto 

𝐻 es la unión de un cierto número de estos conjuntos. Si además, el 

conjunto 𝐻 es cerrado (y por lo tanto, es compacto, por el teorema 5), 

se puede suponer que este número es finito (en virtud del teorema de 

Borel-Lebesgue). Por lo tanto, se puede asignar a todo conjunto abier-

to-cerrado de 𝐻 un sistema finito de números naturales 𝑘1, 
𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑛 de forma que 

𝐻 = 𝐺𝑘1 ∪ 𝐺𝑘2 ∪⋯∪ 𝐺𝑘𝑛 . 

Evidentemente, a conjuntos distintos 𝐻 corresponden distintos sis-

temas de números naturales. Por lo tanto, a lo sumo hay tantos conjun-

tos abiertos-cerrados como sistemas finitos de números naturales, y el 

número de estos es a lo sumo numerable (pues estos son obtenidos a 

partir de ℬ que es a lo sumo numerable). Luego, hay una cantidad a lo 

sumo numerable de conjuntos abiertos y cerrados. 

 

A continuación, se estudia el comportamiento de los conjuntos 

compactos bajo funciones continuas. 

 

 

6.2. Aplicaciones continuas de espacios compactos 

 

Teorema 12. Sean (𝐸, 𝑑) y (𝐸′, 𝑑′ ) espacios métricos, 𝐸 compac-

to y 𝑓 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐸′ continua. Entonces, 𝑓(𝐸) es compacto. Es decir, la 
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imagen continua de un espacio compacto es un espacio compacto; esto 

es, la compacidad es invariante por aplicaciones continuas. 

Demostración. Sea (𝑦𝑛) una sucesión de puntos de 𝑓(𝐸), es decir, 

𝑦𝑛  =  𝑓(𝑥𝑛) para cada 𝑛 ∈ ℕ, siendo (𝑥𝑛) una sucesión de puntos de 

𝐸. Como, por hipótesis, 𝐸 es un espacio métrico compacto, la 

sión (𝑥𝑛) de puntos de 𝐸 contiene una subsucesión (𝑥𝑛𝑘) convergente 

a 𝑥 ∈ 𝐸. Por la continuidad de 𝑓, se deduce que 𝑓(𝑥𝑛𝑘)      𝑘→∞   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑓(𝑥), 

es decir, 𝑦𝑛𝑘 𝑘→∞
→  𝑓(𝑥) ∈ 𝑓(𝐸), lo que demuestra que el espacio 𝑓(𝐸)  

es compacto. 

 

Teorema 13. Si (𝐸, 𝑑) es un espacio compacto, 𝐹 es un subcon-

junto cerrado de 𝐸 y 𝑓 es una función continua definida en 𝐸, entonces 

𝑓(𝐹) es un subconjunto cerrado del espacio 𝑓(𝐸). 
Demostración. Como 𝐹 es un subconjunto cerrado del espacio 

compacto 𝐸 entonces, en virtud del teorema 5, 𝐹 es compacto. Luego, 

por el teorema 12, como 𝑓 es una función continua, entonces 𝑓(𝐹) es 

un subconjunto compacto del espacio 𝑓(𝐸) y, por lo tanto, por el teo-

rema 4, 𝑓(𝐹) es un subconjunto cerrado del espacio 𝑓(𝐸). 
 

Teorema 14. Si la función 𝑓 continua e inyectiva aplica el espacio 

compacto (𝐸, 𝑑) sobre un espacio métrico (𝐸′, 𝑑′ ), entonces 𝑓 es un 

homeomorfismo. 

Demostración. La función  𝑓  es continua y biyectiva, por hipóte-

sis. Solo resta probar que la función inversa 𝑔 = 𝑓−1 es continua. 

Sea 𝐹 un subconjunto cerrado del espacio 𝐸. Entonces, 

𝑔−1(𝐹) = (𝑓−1)−1(𝐹) = 𝑓(𝐹), pues 𝑓 es biyectiva. 

Por el teorema 13, 𝑓(𝐹) es un cerrado del espacio 𝑓(𝐸) = 𝐸′, pues 

f es sobreyectiva; esto es, (𝑓−1)−1(𝐹) = 𝑔−1(𝐹) es un cerrado del 

espacio 𝐸′, lo cual demuestra que 𝑔 = 𝑓−1 es continua. 

 

Merece la pena destacar una consecuencia importante que se ob-

tiene tomando (ℝ, | |) como espacio métrico de llegada de la función 

𝑓. 

 

Teorema 15. (Generalización del Teorema de Weierstrass). 

Toda función real continua 𝑓 definida en un espacio compacto 𝐸 está 
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acotada y alcanza efectivamente su supremo y su ínfimo en 𝐸. Esto es, 

𝑓 tiene un máximo absoluto y un mínimo absoluto en puntos de 𝐸. 
Demostración. Como 𝑓 ∶  𝐸 ⟶ ℝ es continua y 𝐸 es un espacio 

métrico compacto entonces, por el teorema 12, 𝑓(𝐸) es un subconjunto 

compacto de ℝ y, por lo tanto, es un conjunto cerrado y acotado (por 

los teoremas 3 y 4).  

Como el conjunto 𝑓(𝐸) es acotado, existen 𝑠 = sup𝑥∈𝐸{𝑓(𝑥)} e 

𝑖 = inf𝑥∈𝐸{𝑓(𝑥)}. Y por ser un conjunto cerrado, el supremo 𝑠 y el 

ínfimo 𝑖 pertenecen a 𝑓(𝐸). Por lo tanto, existen 𝑥1 , 𝑥2 ∈ 𝐸 tales que                 

𝑓(𝑥1) = 𝑠  y 𝑓(𝑥2) = 𝑖, o sea, existen 𝑥1 , 𝑥2 ∈ 𝐸 tales que                  

𝑓(𝑥1) ≤  𝑓(𝑥) ≤  𝑓(𝑥2),  para todo 𝑥 ∈  𝐸. Por lo tanto, 𝑓 alcanza su 

supremo y su ínfimo en 𝐸. 
 

La versión que se conoce del siguiente teorema afirma que toda 

función continua en un intervalo cerrado y acotado, con valores reales, 

es uniformemente continua. En realidad, la demostración no utiliza que 

el conjunto de definición sea un intervalo, sino solamente que es un 

subconjunto cerrado y acotado de ℝ, es decir, compacto. Por lo tanto, 

el siguiente resultado generaliza la versión conocida de Análisis. 

 

Teorema 16. (Generalización del Teorema de Heine sobre con-

tinuidad uniforme). Una función continua 𝑓 definida en un espacio 

métrico compacto 𝐸 es uniformemente continua.  

Demostración. Supóngase que 𝑓 ∶  (𝐸, 𝑑) ⟶ (𝐸’, 𝑑’) es una fun-

ción continua definida en un espacio métrico compacto (𝐸, 𝑑). 
Por reducción al absurdo, supóngase que 𝑓 no es uniformemente 

continua. Entonces, existirá un 𝜀 >  0 tal que para cada 𝛿 > 0 existirán 

puntos 𝑥, 𝑥’ ∈ 𝐸 que satisfagan las condiciones  

𝑑(𝑥, 𝑥′) < 𝛿   y   𝑑′(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥′)) ≥ 𝜀. 

De aquí sigue, en particular, para 𝛿 =
1

𝑛
,  𝑛 ∈ ℕ, que existen 

 𝑥𝑛 , 𝑥𝑛
′  en el espacio 𝐸  tales que para todo 𝑛 ∈ ℕ se tiene       

𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥𝑛
′ ) <

1

𝑛
    y   𝑑′(𝑓( 𝑥𝑛), 𝑓(𝑥𝑛

′ )) ≥ 𝜀. 

Quedan así determinadas dos sucesiones (𝑥𝑛) y (𝑥𝑛
′ ) de puntos del 

espacio compacto 𝐸. Se puede seleccionar una subsucesión (𝑥𝑛𝑘) de 
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(𝑥𝑛) tal que 𝑥𝑛𝑘 𝑘→∞
→  𝑝, con 𝑝 ∈ 𝐸. Puesto que 𝑑(𝑥𝑛𝑘 , 𝑥𝑛𝑘

′ )
𝑘→∞
→  0, se 

deduce que también  𝑥𝑛𝑘
′

𝑘→∞
→  𝑝.  

Como 𝑓 es continua, se tiene que  𝑓(𝑥𝑛𝑘) 𝑘→∞
→  𝑓(𝑝)   y   

𝑓(𝑥𝑛𝑘
′ )

𝑘→∞
→  𝑓(𝑝). 

Luego, 𝑑′ (𝑓(𝑥𝑛𝑘), 𝑓(𝑥𝑛𝑘
′ ))

𝑘→∞
→  0, lo cual es una contradicción, 

ya que 𝑑′(𝑓( 𝑥𝑛), 𝑓(𝑥𝑛
′ )) ≥ 𝜀  para todo 𝑛 ∈ ℕ. 

Se concluye que 𝑓 es uniformemente continua. 

 

 

6.3. Producto cartesiano de espacios compactos 

 

Teorema 17. El producto cartesiano 𝐸 × 𝐸′ de los espacios com-

pactos (𝐸, 𝑑) y (𝐸′, 𝑑′) es un espacio compacto. 

Demostración. Sea 𝑧𝑛 = (𝑥𝑛 ,  𝑦𝑛)  ∈ 𝐸 × 𝐸′ para todo 𝑛 ∈ ℕ. En-

tonces,  𝑥𝑛 ∈ 𝐸,   𝑦𝑛 ∈ 𝐸′  para todo  𝑛 ∈ ℕ.  

Por ser el espacio 𝐸 compacto, se puede elegir una subsucesión 

(𝑥𝑛𝑘) de la sucesión (𝑥𝑛)  tal que lim𝑘→∞ 𝑥𝑛𝑘 = 𝑥 ∈  𝐸. 

Considérese la subsucesión (𝑦𝑛𝑘) de la sucesión (𝑦𝑛) (se escogen 

los mismos subíndices que los de la subsucesión de (𝑥𝑛)). Como (𝑦𝑛𝑘) 

es una sucesión de puntos de 𝐸′ y 𝐸′ es un espacio compacto, se puede 

elegir una subsucesión (𝑦𝑛𝑘𝑟) tal que lim𝑟→∞ 𝑦𝑛𝑘𝑟 = 𝑦 ∈  𝐸′. 

Si se toma ahora la subsucesión (𝑥𝑛𝑘𝑟) de (𝑥𝑛𝑘), se sabe que satis-

face que 

lim𝑟→∞ 𝑥𝑛𝑘𝑟 =  𝑥 ∈  𝐸. 

Resulta así que se ha seleccionado la subsucesión               

(𝑧𝑛𝑘𝑟) = ((𝑥𝑛𝑘𝑟 , 𝑦𝑛𝑘𝑟)) de la sucesión (𝑧𝑛) que converge hacia el 

punto (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 × 𝐸′. Por lo tanto, 𝐸 × 𝐸′ es un espacio compacto. 

 

Observaciones 
1. El producto cartesiano de un número finito de espacios com-

pactos es un espacio compacto. 
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Este caso se puede reducir, por inducción, al producto de dos espa-

cios compactos (teorema 17). 

 

2. 𝐼𝑛 = ∏ [𝑎𝑖, 𝑏𝑖]
𝑛
𝑖=1  cubo n-dimensional o hipercubo (subconjun-

to de ℝ𝑛 con la métrica 𝑑2) es un espacio compacto. 

En efecto, como cada uno de los conjuntos [𝑎𝑖, 𝑏𝑖],  𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑛 

de ℝ con la métrica usual es un espacio compacto, por la observación 

1, resulta que 𝐼𝑛 es un espacio compacto. 

 

3. De la observación anterior surge que para subconjuntos de ℝ𝑛 

con la métrica 𝑑2, el concepto de compacto es equivalente al concepto 

de cerrado y acotado. 

En efecto, si 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 es un espacio compacto entonces, por los 

teoremas 3 y 4, 𝐴 es un conjunto cerrado y acotado. 

Recíprocamente, supóngase que 𝐴 es un conjunto cerrado y acota-

do. Por ser 𝐴 un conjunto acotado, existe un hipercubo 𝐻 tal que 

𝐴 ⊆ 𝐻. Como 𝐻 es un espacio compacto, por la observación 2, y 𝐴 es 

un subconjunto cerrado del compacto 𝐻, entonces 𝐴 es un espacio 

compacto (por el teorema 5). 

 

4. En general, un conjunto puede ser cerrado y acotado pero esto 

no implica necesariamente que sea compacto. Por ejemplo, en (𝐸, 𝑑𝑇) 
considérese un conjunto 𝐴 ⊆ 𝐸 tal que 𝐴 es infinito. Se sabe que 𝐴 es 

un conjunto cerrado y acotado, pero no es compacto. 

 

Finalmente, se definirá un conjunto de números reales con impor-

tantes propiedades. 

 

 

6.4. El conjunto de Cantor 
 

Sea 𝑇0  el intervalo cerrado [0, 1]. Se divide al intervalo en tres 

partes iguales y se sustrae el tercio medio, o sea (
1

3 
 ,
2

3
 ). Se designa 

mediante 𝑇1 el conjunto cerrado resultante, que es unión de dos inter-

valos cerrados de longitud 1 3⁄ , es decir  
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𝑇1 = [0,
1

3
] ∪ [

2

3
, 1]. 

Se divide cada uno de estos intervalos cerrados que han quedado 

en tres partes iguales y se eliminan los intervalos abiertos centrales, es 

decir, (
1

9 
 ,
2

9
 ) y (

7

9 
 ,
8

9
 ). 

El conjunto obtenido 𝑇2 es un conjunto cerrado, pues es la unión 

de cuatro intervalos cerrados cada uno de longitud 1 32⁄ , es decir  

𝑇2 = [0,
1

9
] ∪ [

2

9
,
1

3
] ∪ [

2

3
,
7

9
] ∪ [

8

9
, 1]. 

Continuando con este procedimiento, se obtiene una sucesión de-

creciente  

𝑇1 ⊇ 𝑇2 ⊇ ⋯ ⊇ 𝑇𝑛 ⊇ ⋯ 

de conjuntos cerrados no vacíos. 

 

 

Obsérvese que 𝑇𝑛 es la unión de 2𝑛 intervalos cerrados disjuntos, 

cada uno de longitud 1 3𝑛⁄ . Se deduce, entonces, que la longitud de 𝑇𝑛 

es (2 3⁄ )
𝑛
, pues 

longitud(𝑇𝑛) =⏟
𝑁𝑜𝑡

 𝑙𝑜𝑛𝑔(𝑇𝑛) = ∑ 𝛿(𝐼𝑘)
2𝑛

𝑘=1 =
1

3𝑛
+

1

3𝑛
+⋯+

1

3𝑛⏟          
2𝑛 veces

= (
2

3
)
𝑛

, 

siendo 𝐼𝑘  las componentes de  𝑇𝑛.  
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Por lo tanto,  𝑙𝑜𝑛𝑔(𝑇𝑛) = (
2

3
)
𝑛

 tiende a cero cuando 𝑛 ⟶ ∞. 

Considérese el siguiente conjunto, que se denota con 𝐶,  

𝐶 =⋂𝑇𝑛 .

∞

𝑛=1

 

Este conjunto se denomina conjunto de Cantor y tiene las siguien-

tes importantes propiedades: 

1) 𝐶 ≠ ∅.  

Se deduce a partir del teorema de Cantor y teniendo en cuenta que  

𝑇0 = [0, 1] es un espacio compacto. 

 

2) 𝐶 es un conjunto cerrado. 

Debido a que 𝑇𝑛 es cerrado para todo 𝑛 ∈ ℕ, porque es unión fini-

ta de conjuntos cerrados. Entonces, como 𝐶 es intersección de conjun-

tos cerrados resulta que 𝐶 es un conjunto cerrado. 

 

3) 𝐶 es un espacio compacto. 

En efecto, por ser un subconjunto cerrado del espacio compacto 

𝑇0 = [0, 1] (por el teorema 5). 

 

4) 𝐶 es un espacio completo, separable y totalmente acotado. 

Sigue inmediatamente a partir de los teoremas 1 y 2.  

 

5) 𝐶 es un conjunto ralo o nunca denso, esto es, 𝐶 tiene interior 

vacío. 

En efecto, sea 𝑥 ∈ 𝐶 y sea 𝜀 > 0. Es posible elegir 𝑛 ∈ ℕ suficien-

temente grande tal que (
2

3
)
𝑛

< 2𝜀 = 𝛿((𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀)), pues, en caso 

contrario, si para todo 𝑛 ∈ ℕ (
2

3
)
𝑛

≥ 2𝜀 > 𝜀, entonces se contradice el 

hecho de que la longitud de 𝑇𝑛, que es (2 3⁄ )
𝑛

, tiende a cero. Luego, 

(𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀) ⊈ 𝑇𝑛  para algún 𝑛 ∈ ℕ  suficientemente grande y, por 

lo tanto,  

(𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀) ⊈⋂𝑇𝑛
𝑛∈ℕ

= 𝐶. 
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Es decir, 𝐶 tiene interior vacío.  

 

6) 𝐶 es un conjunto denso en sí, esto es, 𝐶 ⊆ 𝐶𝑑 . 
En efecto, sea 𝑥 ∈ 𝐶 = ⋂ 𝑇𝑛𝑛∈ℕ . Entonces, 𝑥 ∈ 𝑇𝑛 para todo 

𝑛 ∈ ℕ. Sea 𝜀 > 0. Se puede elegir 𝑛 ∈ ℕ suficientemente grande tal 

que  

𝑙𝑜𝑛𝑔(𝑇𝑛) = ∑𝛿(𝐼𝑘)

2𝑛

𝑘=1

= (
2

3
)
𝑛

< 𝜀  

lo que implica que  𝛿(𝐼𝑘) < 𝜀,   𝑘 = 1, 2,⋯ , 2
𝑛 ,  siendo 𝐼𝑘  las compo-

nentes de ese  𝑇𝑛. 

Si se designa 𝐼1 a la componente de 𝑇𝑛 que contiene a 𝑥, entonces 

𝑥 ∈ 𝐼1, 𝐼1 ⊆ (𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀). 
Pero como 𝐼1 = [𝑎, 𝑏]  y  𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], entonces,  o  𝑥 ≠ 𝑎  o  𝑥 ≠ 𝑏.  

Supóngase que 𝑥 ≠ 𝑎 (análogamente se trata el caso 𝑥 ≠ 𝑏). Entonces, 

𝑎 ∈ (𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀) − {𝑥} y 𝑎 ∈ 𝐶. Luego,  

((𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀) − {𝑥}) ∩ 𝐶 ≠ ∅, válido para todo 𝜀 > 0 

y, por lo tanto, 𝑥 ∈ 𝐶𝑑. 

 

7) 𝐶 es un conjunto perfecto. 

Inmediato, por ser 𝐶 un conjunto cerrado y denso en sí. 

 

Observación 
Los puntos que representan los extremos de los intervalos omitidos  

0, 1,
1

3
,
2

3
,
1

9
,
2

9
,
7

9
,
8

9
,⋯ 

pertenecen a 𝐶. Pero también pertenecen a 𝐶 otros puntos. Se puede 

comprobar que al conjunto 𝐶 pertenecen aquellos números 𝑥,          

0 ≤ 𝑥 ≤ 1, que pueden representarse al menos mediante una fracción 

ternaria 

𝑥 =
𝑎1
3
+
𝑎2
32
+⋯+

𝑎𝑛
3𝑛
+ ⋯ =∑

𝑎𝑘
3𝑘

∞

𝑘=1

 

donde los números 𝑎𝑛 pueden tomar los valores 0 ó 2. 
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6.5. Ejercicios propuestos 

 

1. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico. Demuestre que las siguientes 

condiciones son equivalentes: 

(a)  𝐸 es compacto, esto es, E  satisface la propiedad de Bolzano-

Weierstrass. 

(b) Todo conjunto infinito E  tiene derivado no vacío. 

Observación: Con lo anterior se probó que:  

E  es compacto  E  es contablemente compacto. 

 

2. Demuestre que un subconjunto cerrado 𝐹 de un espacio (𝐸, 𝑑) 
contablemente compacto es contablemente compacto.  

 

*3. Sea A  un subconjunto compacto de un espacio métrico (𝐸, 𝑑). 
Demuestre que para todo EB   existe un punto Ap  tal que 

   BAdBpd ,,  . 

 

*4.  Sea 𝐴 un subconjunto compacto de un espacio métrico (𝐸, 𝑑) 
y sea 𝐵 un subconjunto cerrado de 𝐸 tal que 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅. Demuestre 

que 𝑑(𝐴, 𝐵) > 0.  

 

5. Encuentre un cubrimiento abierto del intervalo  1,0  de ℝ con 

la métrica usual del cual no se pueda extraer ningún subcubrimiento 

finito. 

Conclusión: Cada intervalo abierto de la recta ℝ con la métrica 

usual no es compacto. 

 

6. Analice cuáles de los siguientes subconjuntos del espacio mé-

trico (ℝ, | |) son compactos: 

(a)   Un subconjunto formado por un número finito de puntos. 

(b) Cada intervalo cerrado  ba, . 

(c)  𝐴 = {𝑥0} ∪ 𝒵, donde 𝒵 es el conjunto de términos de 

(𝑥𝑛)𝑛∈ℕ que es una sucesión convergente a 0x . 

(d) Los enteros. 
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7. Pruebe que en el espacio métrico (𝐸, 𝑑𝑇), todo subconjunto 𝐴 

de 𝐸 es compacto si y solo si es finito. 

 

8. Considere el espacio métrico (ℚ, | |). Pruebe que el conjunto                     

𝐹 = {𝑥 ∈ ℚ ∶ 2 < 𝑥2 < 3, 𝑥 ≥ 0}  es cerrado y acotado, pero no es 

compacto. 

 

9. Demuestre las siguientes afirmaciones cuando sean ciertas y, 

cuando no lo sean, encuentre un contraejemplo. 

(a)   Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y 𝐴 un subconjunto de 𝐸. Si 𝐴 

es compacto, entonces es acotado. 

(b) Sea    ',',: dEdEf   continua y (𝐸, 𝑑) compacto. Si 𝐾 

es cerrado en (𝐸, 𝑑), entonces  Kf  es cerrado en (𝐸′, 𝑑′).  

(c) Sean (𝐸, 𝑑), (𝐸′, 𝑑′) dos espacios métricos compactos y 

'EE:f  una biyección continua. Entonces EEf  ':1
es 

continua. 

(d) Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y 𝐴 un subconjunto de 𝐸. Si 𝐴 

es compacto, entonces 𝐴 es compacto. 

 

10.  Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico y sean EK  , EF    tal que 

K  es compacto y F es cerrado. Entonces, pruebe que FK   es com-

pacto. 

Observación. Demuestre, previamente, usando K  es compacto si y 

solo si K  tiene la propiedad de Borel-Lebesgue, lo siguiente: 

(a) Si K  es un subconjunto cerrado y EKK  '  con 'K  com-

pacto, entonces K  es compacto. 

(b) Si K  es un subconjunto compacto de un espacio métrico arbi-

trario, entonces K  es cerrado. 

 

11. Pruebe que la unión finita y la intersección arbitraria de com-

pactos son conjuntos compactos. ¿Es la unión infinita de compactos 

necesariamente un conjunto compacto? 

 

*12. Sea (𝐸, 𝑑) un espacio métrico arbitrario y EK  . Demues-

tre que son equivalentes: 

(a) K  tiene la propiedad de Borel-Lebesgue. 

(b) K  es cerrado y tiene la propiedad de Riesz.  
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*13. Para que un espacio métrico E  sea compacto, es decir verifi-

que la propiedad de Bolzano-Weierstrass es necesario y suficiente que 

sea completo y totalmente acotado. 

 

*14. Un subconjunto 𝐴 de un espacio métrico E completo es com-

pacto si y solo si es cerrado y totalmente acotado.  

 

*15. Si E  tiene la propiedad de Riesz, entonces pruebe que E  

tiene la propiedad de Bolzano-Weierstrass (o sea que es válida la recí-

proca del Teorema de Riesz). 

 

*16. Sean (𝐸, 𝑑)  un espacio métrico. Pruebe que son equivalentes: 

(a)   E  es totalmente acotado y completo. 

(b) E  tiene la propiedad de Borel-Lebesgue. 

 

*17. Sean  dX ,  e  ',dY  dos espacios métricos, X  compacto, 

   continuas ,: YXfXCY    y         xgxfdgfD
Xx

,'sup,


 .  

Pruebe que: 

(a)    DXCY ,  es un espacio métrico. 

(b)  XCff Ynn en   


 si y solo si Yff
nn en   


 

uniformemente. 

(c)  Si Y  es completo, entonces  XCY
 es completo. 
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Apéndice  1 
 

 

 
 

 

 

El resultado más notable con respecto a los puntos de acumulación 

es, sin duda, el teorema de Bolzano-Weierstrass. Afirma que todo sub-

conjunto 𝐴 de ℝ, infinito y acotado, tiene al menos un punto de acu-

mulación (que puede o no pertencer a 𝐴). 

 

Teorema1. (Bolzano-Weierstrass). Sea 𝐴 un conjunto infinito 

acotado de números reales. Entonces, 𝐴 tiene al menos un punto de 

acumulación. 

Demostración. Como 𝐴 es un conjunto acotado entonces, 𝐴 es un 

subconjunto de un intervalo 𝐼1 = [𝑎1, 𝑏1] = [𝑎 − 𝑟, 𝑎 + 𝑟], 𝑎 ∈ 𝐴, 
𝑟 > 0   de longitud 2𝑟. 

Se divide el intervalo 𝐼1 en dos partes iguales; al menos uno de es-

tos subintervalos contiene un subconjunto infinito de puntos de 𝐴. Se 

designa a este subintervalo 𝐼2 = [𝑎2, 𝑏2] que contiene un número infi-

nito de puntos de 𝐴 y tiene longitud 𝑟. 
Se divide de nuevo 𝐼2 en dos partes iguales. Como antes, uno de 

los intervalos cerrados [𝑎2,
1

2
(𝑎2 + 𝑏2)] o [

1

2
(𝑎2 + 𝑏2), 𝑏2] tiene que 

contener un número infinito de puntos de 𝐴. Se designa mediante 𝐼3 a 

dicho intervalo de longitud  𝑟 2⁄ . 

Continuando con este procedimiento, se obtiene una sucesión de 

intervalos cerrados en encaje  

𝐼1 ⊇ 𝐼2 ⊇ ⋯  ⊇  𝐼𝑛 ⊇ ⋯ 

tal que el n-ésimo, 𝐼𝑛 = [𝑎𝑛 , 𝑏𝑛] contiene un número infinito de puntos 

de 𝐴 y evidentemente 

lim𝑛→∞|𝐼𝑛| = 0, 
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donde |𝐼𝑛| denota la longitud del intervalo 𝐼𝑛 pues por el procedimiento 

de la bisección, se obtiene que  

|𝐼𝑛| = |𝑏𝑛 − 𝑎𝑛| =
1

2
|𝑏𝑛−1 − 𝑎𝑛−1| =

1

2𝑛−1
|𝑏1 − 𝑎1| =

𝑟

2𝑛−2
, 𝑛 ∈ ℕ. 

Por la propiedad de encaje de los intervalos de los números reales 

existe un punto 𝑝 ∈ 𝐼𝑛, para todo 𝑛 ∈ ℕ.  

Se probará que 𝑝 es un punto de acumulación del conjunto 𝐴. En 

efecto, sea 𝜀 > 0 y considérese 𝐵(𝑝, 𝜀) = (𝑝 − 𝜀, 𝑝 + 𝜀). Cuando 𝑛 es 

suficientemente grande, es decir, cuando 
𝑟

2𝑛−2
< 𝜀, el intervalo 𝐼𝑛 que 

contiene a 𝑝 debe, en efecto, estar contenido en (𝑝 − 𝜀, 𝑝 + 𝜀); esto es, 

para n suficientemente grande, 𝑝 ∈ 𝐼𝑛,  𝐼𝑛 ⊆ (𝑝 − 𝜀, 𝑝 + 𝜀). 
Puesto que  𝐼𝑛 contiene una infinidad de puntos de 𝐴, también los 

contiene  (𝑝 − 𝜀, 𝑝 + 𝜀); o sea que, (𝑝 − 𝜀, 𝑝 + 𝜀) que contiene a 𝑝, 

contiene a otros puntos de 𝐴 diferentes de 𝑝, esto es,  

((𝑝 − 𝜀, 𝑝 + 𝜀) − {𝑝}) ∩ 𝐴 ≠ ∅, 

resultado válido cualquiera sea 𝜀 > 0, de donde, 𝑝 es un punto de 

acumulación de 𝐴. 

 

De este teorema surge el siguiente resultado. 

Teorema 2. Toda sucesión acotada de números reales (𝑎𝑛) con-

tiene una subsucesión convergente. 

Demostración. Considérese el dominio de valores de la sucesión 
(𝑎𝑛): {𝑎𝑛}. 

Si el dominio de valores es finito, entonces uno de sus puntos imá-

genes, por ejemplo 𝑏, aparece un número infinito de veces en la suce-

sión; por lo tanto, (𝑏, 𝑏, 𝑏, ⋯ ) es una subsucesión de la sucesión (𝑎𝑛) y 

además, convergente a 𝑏. 
Por otra parte, si el dominio de valores es infinito entonces, por el 

teorema de Bolzano-Weierstrass, el conjunto infinito acotado {𝑎𝑛} 
tiene un punto de acumulación, digamos 𝑝. Pero entonces, cada una de 

las bolas abiertas  

𝐵1 = (𝑝 − 1, 𝑝 + 1), 𝐵2 = (𝑝 −
1

2
, 𝑝 +

1

2
), 𝐵3 = (𝑝 −

1

3
, 𝑝 +

1

3
) ,⋯ 

contiene un número infinito de términos de la sucesión (𝑎𝑛). 

Se construye la sucesión (𝑎𝑛𝑘) de la siguiente manera: 
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Se elige 𝑎𝑛1 de los puntos de 𝐵1. 

Se escoge 𝑎𝑛2 de los puntos de 𝐵2 de modo tal que 𝑛2 > 𝑛1; es 

decir, tal que 𝑎𝑛2  aparezca después de 𝑎𝑛1 en la sucesión (𝑎𝑛). 

Se selecciona 𝑎𝑛3 de los puntos de 𝐵3 de modo tal que 𝑛3 > 𝑛2. 

Se continúa la construcción de manera análoga. Se observa que 

siempre es posible continuar eligiendo un siguiente término para la 

sucesión (𝑎𝑛𝑘), porque en cada bola 𝐵𝑛 hay un número infinito de 

términos de la sucesión original (𝑎𝑛). 

Como los términos de la sucesión (𝑎𝑛𝑘) se han elegido de modo 

tal que 𝑛1 < 𝑛2 < ⋯ < 𝑛𝑘 < ⋯  para todo 𝑘 ∈  ℕ, entonces (𝑎𝑛𝑘) es 

una subsucesión de (𝑎𝑛). Se probará que lim𝑘→∞ 𝑎𝑛𝑘 = 𝑝. 

En efecto, sea 𝜀 > 0  y considérese (𝑝 − 𝜀, 𝑝 + 𝜀). Dado 𝜀 > 0, 

por la propiedad arquimedeana, existe 𝑘0 ∈ ℕ tal que 
1

𝑘0
< 𝜀. En con-

secuencia, para todo 𝑘 > 𝑘0,  

𝑎𝑛𝑘 ∈ (𝑝 −
1

𝑘
, 𝑝 +

1

𝑘
) ⊆ (𝑝 −

1

𝑘0
, 𝑝 +

1

𝑘0
) ⊆ (𝑝 − 𝜀, 𝑝 + 𝜀). 

Así, (𝑝 − 𝜀, 𝑝 + 𝜀) contiene a casi todos los términos de la suce-

sión (𝑎𝑛𝑘), esto es, lim𝑘→∞ 𝑎𝑛𝑘 = 𝑝. 

 

Teorema 3. Toda sucesión de Cauchy (𝑎𝑛) de números reales es 

acotada. 

Demostración. Como la sucesión (𝑎𝑛) de números reales es una 

sucesión de Cauchy, entonces para 𝜀 = 1 existe 𝑛0(1) ∈ ℕ  tal que 

para todo 𝑛,𝑚 > 𝑛0  |𝑎𝑛 − 𝑎𝑚| < 1. 

En particular, para 𝑚 = 𝑛0 + 1 se verifica que |𝑎𝑛 − 𝑎𝑛0+1| < 1 

para todo 𝑛 > 𝑛0, de donde, 𝑎𝑛 ∈ (𝑎𝑛0+1 − 1, 𝑎𝑛0+1 + 1)  para todo 

𝑛 > 𝑛0. Luego, solo resta acotar un número finito de puntos de la su-

cesión (𝑎𝑛). 
Sean  

𝛼 = 𝑚á𝑥{𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛0 , 𝑎𝑛0+1 + 1}  

y 

𝛽 = 𝑚í𝑛{𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛0 , 𝑎𝑛0+1 − 1}. 

Entonces, 𝛼 es una cota superior del dominio de valores {𝑎𝑛}𝑛∈ℕ 

de la sucesión (𝑎𝑛) y 𝛽 es una cota inferior. Es decir, 𝛽 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝛼 para 
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todo 𝑛 ∈ ℕ. Por lo tanto, (𝑎𝑛) es una sucesión acotada de números 

reales. 

Teorema 4. Sea (𝑎𝑛) una sucesión de Cauchy de números reales. 

Si una subsucesión (𝑎𝑛𝑘) de (𝑎𝑛) converge a un punto 𝑏 entonces, la 

sucesión de Cauchy original converge también a 𝑏. 

Demostración. Sea 𝜀 > 0. Es necesario encontrar un 𝑛0 ∈ ℕ tal 

que 𝑛 > 𝑛0 implique |𝑎𝑛 − 𝑏| < 𝜀. 
Como (𝑎𝑛) es una sucesión de Cauchy, dado  𝜀 > 0 existe 𝑛0 ∈ ℕ 

tal que para todo 𝑛,𝑚 > 𝑛0  se verifica que |𝑎𝑛 − 𝑎𝑚| <
𝜀

2
. 

Ahora, como la subsucesión (𝑎𝑛𝑘) converge a 𝑏, dado  𝜀 > 0 exis-

te 𝑘0 ∈ ℕ tal que para todo 𝑘 > 𝑘0  se verifica que |𝑎𝑛𝑘 − 𝑏| <
𝜀

2
. 

Obsérvese que se puede escoger un 𝑛𝑘0 > 𝑛0. Así, 𝑘 > 𝑘0 implica 

𝑛𝑘 > 𝑛𝑘0 > 𝑛0 y, entonces 

|𝑎𝑛 − 𝑎𝑛𝑘| <
𝜀

2
     para todo 𝑛 > 𝑛0. 

En consecuencia, cualquiera sea  𝑛 > 𝑛0  se tiene 

|𝑎𝑛 − 𝑏| ≤ |𝑎𝑛 − 𝑎𝑛𝑘| + |𝑎𝑛𝑘 − 𝑏| <
𝜀

2
+
𝜀

2
 = 𝜀. 

Por lo tanto, (𝑎𝑛) converge a 𝑏. 

 

Teorema 5. Toda sucesión de Cauchy (𝑎𝑛) de números reales 

converge a un número real; esto es, ℝ es completo. 

Demostración. Según el teorema 3, la sucesión de Cauchy (𝑎𝑛) es 

acotada. Entonces, por el teorema 2, la sucesión acotada (𝑎𝑛) contiene 

una subsucesión (𝑎𝑛𝑘) convergente a un número real. De acuerdo al 

teorema 4, la sucesión de Cauchy (𝑎𝑛) converge al mismo límite que 

su subsucesión (𝑎𝑛𝑘). De donde, se concluye, que la sucesión de Cau-

chy (𝑎𝑛) converge a un número real. 

 

  



ESPACIOS MÉTRICOS 

| 175 

 

Bibliografía  1 
 

 

 
 
 

 

[1] Apóstol, T. (1979). Análisis Matemático. Barcelona: Ed. Reverté, 

S. A. 

[2] Apóstol, T. (1976). Calculus. Volumen 1. Barcelona: Ed. Reverté, 

S. A.  

[3] (*) Ascheri, M. E. y Reid, M. (2008). Nociones Previas a la Topo-

logía Métrica. Santa Rosa: EdUNLPam. 

[4] Copson, E. T. (1988). Metric Spaces. New York: Cambridge Uni-

versity Press. 

[5] De Figueiredo, D. (1970). Funções Reais, Serie de Matemática, 

Monografía Nº 10. Washington, D. C.: The Pan American Union. 

[6] (*) Dieudonné, J. (1976). Fundamentos del Análisis Moderno. 

Barcelona: Ed. Reverté, S. A. 

[7] Dugundji, J. (1970). Topology. Boston: Allyn and Bacon. 

[8] Flory, G.  (1978). Ejercicios de Topología y Análisis. Tomo 1. 

Barcelona: Reverte.  

[9] Friedman, A. (1971). Advanced Calculus. New York: Holt, Rine-

hart and Winston, Inc. 

[10] Giles, J. R. (1987). Introduction to the Analysis of Metric Spaces. 

New York: Cambridge University Press. 

[11] Hocking, J. y Young, J. (1966). Topología. México: Ed. Reverté, 

S. A. 

[12] Horváth, J. (1975). Introducción a la Topología General, Serie 

de Matemática, Monografía Nº 9. Washington, D. C.: The Pan 

American Union. 

[13] (*) Iribarren, I. L. (1973). Topología de Espacios Métricos. Mé-

xico: Limusa Wiley. 

[14] Kaplansky, I. (1977). Set Theory and Metric Spaces. New York: 

Chelsea Publishing Company. 



María Eva ASCHERI · Marisa REID 

176 | 
 

[15]  Kelley, J. (1962). Topología General. Buenos Aires: EUDEBA. 

[16] (*) Kolmogorov, A. y Fomin, S. (1975). Elementos de la Teoría 

de Funciones y del Análisis Funcional. Moscú: Ed. Mir. 

[17] Kumaresan, S. (2005). Topology of Metric Spaces. Harrow: Al-

pha Science International. 

[18] (*) Kuratowski, K. (1973). Introducción a la Teoría de Conjun-

tos y a la Topología. Barcelona: Ed. Vicens – Vives. 

[19] (*) Lima, E. L. (1977). Espaços Métricos. Río de Janeiro: Projeto 

Euclides, IMPA.  

[20] Lima, E. L. (1982). Curso de Análise. Volumen 1. Río de Janeiro: 

Projecto Euclides, IMPA. 
[21]  Lipschutz, S. (1970). Topología General. México: Ed. Mc Graw 

– Hill. 

[22] (*) Michavila, F. (1981). Espacios métricos. Espacios vectoriales 

normados. Madrid: Editorial AC. 

[23] Munkres, J. E.  (2002). Topología. Madrid: Prentice Hall. 

[24] Pitts, C.G.C. (1972). Introduction to Metric Spaces. Edinburgh: 

Oliver and Boyd. 

[25] Reisel, R. B. (1982). Elementary Theory of Metric Spaces. New 

York: Springer Verlag. 

[26] Rudin, W. (1977). Principios del Análisis Matemático. México: 

Ed. Mc Graw – Hill. 

[27] (*) Searcóid, M. O. (2007). Metric Spaces. London:  Springer-

Verlag. 

[28]  Shirali,  S. y Vasudeva, H.L. (2006). Metric Spaces. London: 

Springer-Verlag.  

[29] Sierpinski, W. (2000). General Topology. New York: Dover Pub-

lications, Inc. 

[30] Sutherland, W.A. (1975). Introduction to metric and topological 

spaces. Oxford: Clarendon Press. 

 

 

  



| 177 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Se terminaron de imprimir 1000 ejemplares en la Imprenta 
de la Universidad Nacional de La Pampa, dependiente de la Secretaría 

de Cultura y Extensión Universitaria 
 

Santa Rosa, Diciembre de 2016 
  



178 | 
 

  



| 179 

 

  



180 | 
 

 




