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Resumen

En esta Tesina se estudian algebras de dimension finita sobre un cuerpo k y su
categoria de modulos. Posteriormente, se analizan distintas familias de dlgebras
de dimension finita: dlgebras schurian, monomiales y gentiles.

El objetivo central de esta Tesina es trabajar con un tipo particular de dlgebras: las
extensiones triviales de dlgebras pertenecientes a las familas previamente mencio-
nadas.

El carcaj de la extension trivial 7'(A) de un dlgebra de dimension finita A = kC'/1
fue descripto en [5], por Ferndndez y Platzeck. En este trabajo analizamos la des-
cripcién de las relaciones de T'(A) cuando A es un dlgebra perteneciente a alguna
de las subfamilas mencionadas en el parrafo anterior. Finalmente, se analiza una
generalizacion donde se describen las relaciones de 7'(A) para cualquier algebra
de dimension finita, presentada en [6]. De esta manera, se presenta el isomorfismo
existente entre 7'(A) y un cociente del dlgebra de caminos de un carcaj por un
ideal admisible de relaciones.

Ademéds, se analizan y ejemplifican caracterizaciones dadas en [1] y [2]. Dada
un algebra schurian A se encuentran todas las algebras schurian A’ tales que
T(A) = T(A'). De igual manera, a partir de un dlgebra gentil A, cuyos ciclos
cumplen determinadas propiedades, se encuentran todas las algebras gentiles A’
tales que A = T'(A).






Abstract

This thesis presents the study of finite-dimension algebras related to a k field
and their category of modules. Afterwards, groups of finite-dimension algebras
are analyzed: schurian, monomial and gentle.

The main purpose of this thesis is to work with a particular type of algebra: the
trivial extensions of algebra belonging to the groups mentioned previously.

The quiver of the trivial extension 7'(A) of a finite dimension algebra A = kC/I
was described in [5] by Ferniandez and Platzeck. In this work, we analyze the
description of the relations of 7'(A) when A is an algebra belonging to one of
the subfamilies mentioned in the previous paragraph. Finally, we analyze a gene-
ralization where T'(A) relations for any finite-dimension algebras are described,
presented in [6]. In this way, it is presented the isomorphism of 7'(A) and a quo-
tient of the path algebra of a quiver by an admissible ideal of relations.
Furthermore, characterizations given in [1] and [2] are analyzed and exempli-
fied. Given a A schurian algebra, all A’ schurian algebras are found such that
T(A) = T(A'). In the same way, from a A gentle algebra, which cycles accom-
plish certain properties, all A’ gentle algebras such that A = T'(A’) are found.
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Introduccion

El objetivo central de esta tesina es brindar una introduccion a la teoria de ex-
tensiones triviales, realizando un anélisis e interpretacion de distintos ejemplos. A
su vez analizaremos en detalle y realizaremos comparaciones de demostraciones
de resultados relativos a distintas familias de dlgebras. Con ese motivo utilizare-
mos la teoria brindada en [1], por Ferndndez Elsa, para las dlgebras schurian; lo
realizado también por Herndndez Maria Valeria, en [2], para la familia de dlgebras
monomiales y su caso particular de dlgebras gentiles y, por ultimo, lo trabajado en
[6], por Fernandez Elsa, para cualquier dlgebra de dimension finita.

Hemos puesto especial atencion en brindar una variada cantidad de ejemplos
que visualicen concretamente los resultados presentados. En particular, ejempli-
ficamos exahustivamente la manera de encontrar el ideal de relaciones de la ex-
tension trivial de un dlgebra cuando la misma es schurian, monomial, gentil o de
dimension finita. A su vez, se han incorporado algunas demostraciones que fue-
ron profundizadas de la teoria utilizada y, con respecto a los teoremas centrales
del Capitulo 3, se han mencionado las herramientas y procedimientos utilizados
por las autoras en su demostracion.

En el primer capitulo hemos presentado la teoria bdsica necesaria para el de-
sarrollo de los capitulos posteriores, utilizando como referencia [7]. Trabajamos
sobre los conceptos de dlgebras y modulos, como asi también algunas propieda-
des de los mismos. Abordamos y profundizamos las demostraciones realizadas
en [4] de algunas propiedades de los conceptos abordados, como asi también de
resultados de interés.

En el segundo capitulo abordamos en detalle el concepto de carcaj (o quiver
en inglés) como asi también sus propiedades, acompafiadas de diversos ejemplos.
Definimos el concepto de relacion en un carcaj, llegando asi al concepto de dlge-
bra de caminos de un carcaj C' sobre un cuerpo k, cuya notacién es k£C'. Final-
mente y para abordar la teoria central de esta tesina, definimos ideal admisible, lo
cual nos permitié establecer el isomorfismo existente entre dlgebras y cocientes
de algebras de caminos por ideales admisibles.

Por ultimo, en el tercer capitulo, abordamos el concepto de extension trivial de
un dlgebra, denotada por 7T'(A). Gracias a un resultado probado en [5], se obtuvo
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el carcaj de T'(A) para cualquier dlgebra de dimension finita. Posteriormente, nos
abocamos a describir las relaciones de la extension trivial 7'(A), cuando A posee
ciertas caractericticas. En primer lugar las definimos para un algebra schurian.
Aqui centramos nuestro trabajo utilizando los resultados probados por Fernidndez,
Elsa en [1], damos una descripcion de las herramientas y procedimientos utiliza-
dos en la demostracion del Teorema 3.1 y ejemplificamos el resultado mencio-
nado. Luego, presentamos una caracterizacion de las relaciones de la extension
trivial 7'(A), cuando A es un algebra monomial; es decir, aquellas que no poseen
relaciones de conmutatividad. En este caso, utilizamos lo expuesto por Herndndez,
Maria Valeria en [2], damos también una descripcion de las herramientas utiliza-
das en la prueba del Teorema 3.2 y brindamos variados ejemplos. Hernandez tam-
bién trabajo sobre un caso particular de un dlgebra monomial, que es el dlgebra
gentil. Para la misma también hicimos un andlisis similar, como asi también para
aquellas dlgebras de dimension finita trabajadas en [6].



Capitulo 1
Algebras y médulos

1.1. Definiciones y ejemplos

Definicion 1.1. Dado un cuerpo k, una k-algebra A (o simplemente dlgebra) es un
anillo con identidad (1 € A) que posee también estructura de k-espacio vectorial
tal que a(Ap) = A ap),Va € ky VA, o € A. Sila dimensién de A como espacio
vectorial es finita se dice que el dlgebra A es de dimension finita. En este trabajo,
todas las adlgebras seran de dimension finita.

Ejemplo 1.1. Son ejemplos de k-adlgebras:

0O --- 0
T (k) = O‘ K 0 ta;; =0 si i<jiVa€k1<ij<ny,
(6% (6% (6%
(0% (0% (6%
MTL<k) a IVO[EI{?
a o oo

donde T, (k) es el conjunto de matrices triangulares inferiores y M,, (k) el conjunto
matrices cuadradas de tamaifio n (n € N), ambas con coeficientes en un cuerpo k,
con la suma y el producto usual de matrices.

Definicion 1.2. Sea A una k-dlgebra de dimension finita. Un A-médulo izquierdo
es un k-espacio vectorial M, junto con una operacion binaria externa - : A X
M — M, (A\,m) — X - m, que satisface las siguientes propiedades:

LAX-(n+m)=X-n+A-m
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16 CAPITULO 1. ALGEBRAS Y MODULOS

2. A +p) - m=A-m+pu-m

3. (M) -m=A-(u-m)

4. 1-m=m
Vm,ne My pueA.

Un A-mdédulo derecho se define de forma semejante, s6lo que el dlgebra actia
por la derecha. Si A es conmutativa, entonces los A-mddulos izquierdos coinciden
con los A-mddulos derechos y se llaman simplemente A-mdédulos.

Definicion 1.3. Sea M un A-médulo izquierdo. Un submédulo N de M es un
subgrupo de (M, +)talque A-n € N,VA € A,n € N.

Ejemplo 1.2. Consideremos la k-adlgebra A = Ty(k) = @ 0) RS k} y

o«
tomemos M = {(0 0) m € l{:}
0 m

Definimos la operacién binaria externa - : A x M — M, como el producto natu-

(k0N [0 0\ (0 0 k0
ral de matrices (k:2 k3) ' (0 m1> " (0 k:3m1) € M, para (kg k‘g) €A

0 O
y(o ml)eM'

Probemos ahora que M es un A-moédulo izquierdo. Sean (0 0 ),

0 mq
0 0 ke 0\ (k. 0
0 ) (i ) G i) e
1.
ki 0 [0 0\ (0 0N _ (ki 0} (0 0
]{ZQ k’g 0 mq 0 Mo o ]{72 ]{?3 0 mi + Mo
/0 0
- 0 k3m1+k3m2

0 0 n 0 0
0 ]{33ml 0 k‘gmg

_(k O\ (0 0, (k 0} (0 0
 \k2 k3) \O my) \ka k3) \O my
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i)+ )]0 ) =

ki+k 0\ (0 0
k)g"i‘k?l ]{?3+/€/ 0 my

(
(0(%+ZU )
(
(

o

=}

0
k3m1 + k? 31
0 n 0 0
k3m1 0 kéml
(k0 Lk 0Y (00
o kg k3 0 mq é ké 0 mq

ki 0\ (K 0\] [0 0 kil 0\ (0 0
k2 k’g /{Zé ké 0 ms kk +l€3]€/ l€3]€é 0 mq
0 0
0 (l{igké)ml
(00
o O k3(l€é7ﬂ1)
ki 0O 0 0
]CQ k?g 0 kéml
k
k

Lol ) G )]

G696
2

Hemos probado que M es un A-mdédulo izquierdo.

o O

o

En adelante todos nuestros médulos seran A-mdédulos izquierdos, pero por
simplicidad hablaremos solamente de A-mddulos.

Definicion 1.4. Un A-mdédulo M no nulo se dice simple si no posee submdédulos
no triviales. M se dird semisimple si es suma directa de A-mddulos simples.

Para cada A-médulo M, el submoédulo socM de M generado por todos los submédu-
los simples de M es un A-mdédulo semisimple y lo llamaremos el zécalo de M.



18 CAPITULO 1. ALGEBRAS Y MODULOS

Definicion 1.5. Sean M y N dos A-médulosy f : M — N una funcion. Diremos
que f es un homomorfismo (o simplemente morfismo) de A-mddulos si verifica:

= flm+n) = f(m)+ f(n)
o FA-m) =X f(m)

Vm,n € M,\ € A.
Notaremos con Hom (M, N) al conjunto de todos los morfismos de M en N.

Definicion 1.6. Un homomorfismo de A-médulos f : M — N es llamado mono-
morfismo (o epimorfismo) si es inyectivo (0 sobreyectivo, respectivamente). Si
el homomorfismo es biyectivo, se llama isomorfismo.

Un homomorfismo de A-médulos f : M — M se dice un endomorfismo de
M. Notaremos con Enda (M) = Homy(M, M) al conjunto de todos los morfis-
mos de M en M.

Definicion 1.7. Sea f : M — N un morfismo de A-médulos. Llamaremos Nicleo
de f al conjunto Ker(f) = {m € M : f(m) = 0}, Imagen de f al conjunto
Im(f)={f(m):m € M}y Conicleo a Coker(f) = N/Im(f)

Definicion 1.8. Sean M, Ms, ..., , M, A-mddulos. Definimos la suma directa
de My, My, ..., , M, como el k-espacio vectorial M; @ My@. . . M, cuya estruc-
tura de A-moédulo viene dada por a(my, ma, ..., mg) = (amy, ams,...,amsy),
paramy € My, mg € Mo, ...,ms € M, o € A.

1.2. Descomposicion en inescindibles

Definicion 1.9. Un A-mddulo M, no nulo, se dice inescindible si no tiene suman-
dos directos no triviales. Es decir, si M = U ¢ V, entoncesU =00V = 0.

Definicion 1.10. Un A-médulo M se dice que es generado por los elementos
mi,ma, ..., mgde M sicualquier elemento m € M es de la forma m = a;m, +
...+ aymy, para algunos «q, ..., as € A. En este caso, escribimos M = Am; +
...+ Amg,. Un A-mddulo M se dice finitamente generado si es generado por un
suconjunto finito de elementos de M.

Denotaremos con mod A a la categoria de todos los A-mddulos finitamente
generados.

Teorema 1.1. (Krull-Schmidt): Todo A-mdédulo finitamente generado es la su-
ma de un nimero finito de A-mddulos finitamente generados inescindibles. Tal
descomposicion es tnica, salvo isomorfismos.
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Definicion 1.11. Un A-médulo M es proyectivo si y solo si es sumando directo
de algin A-mddulo libre (es decir, de un A-médulo isomorfo a una suma de copias
del A-médulo A).

Observacion 1.1. Notemos que el dlgebra A puede ser considerada como un A-
modulo, gracias a la multiplicacion del anillo. Entonces, A tiene una unica des-
composicién en inescindibles:

A=2POPo.. ©P,

Por la Definiciéon 1.11, se puede observar que tales P, + = 1,...,n, son
modulos proyectivos inescindibles.

Proposicion 1.1. [4, Proposicion 1.2.3] Sea A una k-algebra de dimension finita
yA=P,®P,d - @ P, sudescomposicion en proyectivos inescindibles. Des-
compongamos en esta suma directa al unode A: 1 = e; + e+ - - - + e,. Entonces,
{e1,€9, -+ ,€,} es un sistema:

(i) completo: > ¢, =1
(i) de idempotentes: ¢? = ¢;
(iii) ortogonales: e;e; = 0si7 # j

(iv) primitivos: si e;, = f + g con f y g idempotentes ortogonales, entonces
f=00g=0

Demostracion

El hecho de que el sistema es completo, es trivial, por hipétesis. Para probar
que es un sistema de idempotentes y ortogonales, tenemos que e; = ¢; - 1. Luego,
por hipétesis, e; = e;e; + ;6o + - + €;e; + - - - + €;,,, de donde e; = e;e; = €7
y el resto de los términos son ceros (pues la descomposicion de uno era en suma
directa); es decir, e;e; = 0, si @ # j.

Ahora vamos a probar que cada e; es primitivo. Antes veamos que Ae; = P.
Sabemos que Ae; C P, pues si z € Ae;, entonces © € (Pye; @ Poe; @ - @ Pye;).
Como la descomposicién de A es en suma directa, se tiene que P, N P; = {0} si
i # j, lo que implica que = € Pe;, entonces = € P;. Luego, Ae; C P,.

Sear € P,x =x-1=xe; + xes + -+ + xe,. Como la descomposicion es en
suma directa, entonces: ze; = 0, si ¢ # j, pues x € P, entonces v = we; € Ae;.
Luego, P; C Ae;. Por lo tanto, P, = Ae;.

Veamos, ahora si, que cada e; es primitivo. Si e; = f + g, con [y g idem-
potentes y ortogonales, tenemos que Ae; = Af @& Ag, pues Af N Ag = 0. En
efecto, seaz € (Af N Ag), entonces x € Af yx € Ag. Si x € Af, se tiene que
r€ (Pf®Pf® - @ P,f),dedonde x € P;f, entonces x = x1f, 21 € P,
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Siz € Ag, se tiene que © € (Prg® Pog® -+ @ P,g), de donde = € P,g, en-
tonces x = xog, Ty € P;. Luego, x1f = x,g, por lo que x, f? = x5gf, de donde
x1f = 0, entonces x = 0. Por lo tanto, A f N Ag = 0. Finalmente, obtuvimos que
Ae; = Af @ Ag.

Como Ae; = P, es inescindible, obtenemos que A f & Ag es inescindible, en-
tonces Af = 0 o bien Ag = 0; es decir, f = 0 o bien g = 0. 0

Definicion 1.12. Una k-algebra A = P, ® P, ® --- & P, se dice basica si P, ~
P; solo si ©+ = j. Es decir, si los proyectivos inescindibles que aparecen en su

descomposicidn “'no se repiten”.

Ejemplo 1.3. En el Ejemplo 1.2 probamos que M = {(O T(:L) im € k}

0
es un A-médulo, para A = Ty(k). De manera similar se puede probar que
N = {(21 8) SNy, Ng € k} también es un A-mdédulo.
2

Como A = M & N, con M, N inescindibles y M 2 N, entonces A = T5(k) es
un algebra basica.

Proposicion 1.2. [4, Proposicién 1.2.5.] Sea A una k-dlgebray M un A-médulo.
Entonces M es inescindible si y solo si la k-dlgebra Endy M tiene como Unicos
idempotentes a0y 1.

Demostracion

Sie € EndpyM es un idempotente, entonces M = I'm(e) & Im(1 —e). Como
M es inescindible, entonces Im(e) =00 Im(1l —e) = 0.

Si I'm(e) = 0, entonces e = 0, pues e es un morfismo. Y si, Im(1 —e) = 0,
entonces 1 — e = 0, luego e = 1.

Reciprocamente, si M = U @ V,e: U ®V — M, definida por e(u + v) = u
es un morfismo idempotente, pues e(e(u + v)) = e(e(u) + e(v)) = e(e(u + 0) +
e(v+0)) =e(u+wv).

Si e = 0, se tiene que 0(u + v) = 0, Vu € U,v € V, pero, por definiciéon
0(u + v) = u, entonces u = 0, Vu € U. Por lo tanto U = 0.

Sie=1,setiene que 1(u+v) =u+v,Vu € U,v € V, pero, por definicién
1(u 4+ v) = u, entonces u = u + v, Vu € U.Luego, v = 0, Vv € V. Por lo tanto
V' = 0. Finalmente, como U = 0 o V = 0, M es inescindible. O
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1.3. Algebras indescomponibles. Radical de un alge-
bra

Definicion 1.13. Una k-dlgebra A es indescomponible, si para A = A; & A,, con
Ay y Ay k-élgebras, se tiene que Ay = 00 Ay = 0.

Definicion 1.14. Un idempotente e € A se dice central si eav = ae, Vo € A.

Proposicion 1.3. [4, Proposicion 1.3.3.] Una k-dlgebra A es indescomponible si
y solo si los inicos idempotentes centrales son 0y 1.

Ejemplo 1.4. Para A = T5(k) encontremos sus elementos idempotentes. Sea

a 0
b c> € A. Luego:

a 0 a 0) a’ 0\ (a O 2
(b c>'(b c>_(ab+bc 02>_(b C),dedondea—a,b—b(a+c)

y ¢ = c®. Luego a y ¢ pueden tomar los valores 0 y 1. Por la proposicién 1.3 (to-

mando a = ¢ = 1y a = ¢ = 0) tendremos dos idempotentes centrales: ((1] ?) y

00
0 0/)°
. 10
Ahora tomemos a = 1y ¢ = 0, tenemos el idempotente b o)

A xz 0
Veamos si el idempotente encontrado es central. Sea (y z> € A, luego:

z 0 . 10\ T 0 1 0 [z 0\ (z O de dond
Yy z b 0/ \y+2zb 0 Y\b 0 y z) \bzx 0)’ © conde
b= ﬁ Para x = z, el valor de b no estara definido, ademas la condicion debe

. . xz 0 . xz 0
cumplirse para cualquier elemento , particularmente para . Porlo
y z y x

. 10
tanto, el idempotente p o) noes central.

Realizando un procedimiento similar se verifica que, para los demds valores de a
y ¢, el resto de los idempotentes tampoco son centrales. Luego, por la Proposicién
1.3, la k-dlgebra A = Ty (k) es indescomponible.

Definicion 1.15. Sea A una k-algebra e I un subconjunto no vacio de A. Diremos
que:
I es un ideal izquierdo de A si:

m r,y€ [, entoncesxr —y € [
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= o € A, x €I, entonces ax € [
I es un ideal derecho si:
m z,y € [,entoncesx —y € [
= o € A, x € I, entonces xa € [
I es llamado ideal bilateral (o simplemente ideal) si es ideal izquierdo y derecho.

Definicion 1.16. Dada una k-dlgebra A e I, J ideales izquierdos de A, se definen
los ideales izquierdos producto y suma, respectivamente, como sigue:

IJ:{leyleGI,yZGJ}
I+J={as+y:zel,ycJ}

Definicion 1.17. Un ideal izquierdo I es nilpotente si /™ = 0, para algin nimero
natural n, donde 0 es el conjunto cuyo tnico elemento es el neutro del anillo.

Ejemplo 1.5. Consideremos el dlgebra A = Ty (k) = { (g 2) ta € k:}

Un ideal izquierdo para A es I = 2 8 ra k.

En efecto, para (201 8) , (2 8) cly (2 133) € A se tiene que:
(o) - (0 0) =0 0)er
11 0 1o 0 i1—1s 0
(i) (0 0)= (i o) e
Ademds, I es nilpotente, pues I? = I - [ = {sx;x; : ;,x; € I}

0\, , _ (00
Oyj_j()

== {, (1) 01100 9)

Lema 1.1. Si /, J son ideales izquierdos nilpotentes, I + J también lo es.

Como z;,xz; € I, entonces x; =

Proposicion 1.4. [4, Proposicion 1.4.1.] Toda k-algebra de dimension finita posee
un ideal izquierdo nilpotente que contiene a todos los ideales izquierdos nilpoten-
tes. Este ideal es Unico y se denomina radical de A. Se denota rad A. Ademas,
rad A es un ideal bilateral.
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Proposicion 1.5. [4, Proposicion 1.4.4.] Sea A una k-algebra de dimension fini-
ta. Entonces rad A coincide con la interseccion de todos los ideales izquierdos
maximales (o todos los derechos).

Ejemplo 1.6. Consideremos el algebra del Ejemplo 1.5, A = T, (k). Afirmamos

a 0 0 0 . L
que J = {(a O) .aek}yL— {(a a) .aek} son ideales izquierdos

. J1 0 JERY ki 0O .
maximales. En efecto, para | “. 1 e J € A se tiene
P <J2 0) Ja 0) Y <k2 k3

10 VERY Ji—Js 0
. — 1" = eJ
(Jz 0) (J4 0) (]2 — 4 0)
k0N (i OY_( ki 0\,
ko ks J2 0 kij1 + ksj2 O
Para ver que / es un ideal, la cuenta es similar.
Ahora, como el tnico ideal que contiene a J y L es el propio A, entonces J y L

son maximales. Ademads, son los tnicos con dicha condicién, pues el resto de los
ideales son subconjuntos propios de J o de L.

Luego, por el Teorema 1.5, rad Tx(k) = J N L = {(2 O) ca € k:}

que:

0

Ejemplo 1.7. Sea la k-dlgebra A = My (k) = { Z g) o€ k;}

a 0 0 « . L
]_{(a O) .aEk}yJ—{(O a) .aek} son ideales izquierdos de A.

En efecto, para (“ 8) , (23 0) cly (kl k2> € A tenemos:

19 (7 0
i 0 iy 0\ (i1 —i5 0
<i2 0) - (z4 0) = (z'g—u 0) €l
k‘l /{ZQ ) 71 O - k1i1+/€2i2 0 cl
l{?3 ky o 0 - k3i1+k§4i2 0

De manera similar, se verifica que .J es ideal izquierdo de A.
Supongamos que existe otro ideal izquierdo propio S, tal que I C S, entonces:

{3 3)oes)os= (o 9)oet)

S1 S3

En el primer caso, para (
S9 0

) € S, tenemos que:
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k‘l k32 S$1 S3\ k181 +/{5282 k‘183 .
<k3 k4) . (52 0) B <k’331 + kyso /{:333) ¢ S, sik3sg 7 0

S1

En el segundo caso, para ( f) € S, tenemos que:
3

S2
]{31 k‘g S1 0 - k’181 + k’gSQ ]{3283 .
<l€3 k4) <82 S3 N k381 + k’482 k483 ¢ S’ St k253 7& 0
Luego, S no es ideal izquierdo de A, entonces I es maximal. De manera similar,

se puede probar que J también es maximal.
Como I N J = 0, entonces por el Teorema 1.5, se tiene que rad My (k) = 0.



Capitulo 2

Algebras de caminos

2.1. Carcajes. Conceptos basicos y ejemplos.

Definicion 2.1. Un carcaj, o quiver en inglés, consiste en un conjunto de cuatro
datos C' = (Cy, (', s,t) donde Cj es el conjunto de vértices y C es el conjunto
de flechas entre los vértices de C'. Si « : © — j es una flecha del vértice inicial i
al vértice final j, definimos un par de funciones s,¢ : C; — Cp como s(«) =iy

t(a) = j.
Pediremos que los conjuntos C y C' sean finitos.

Ejemplo 2.1. Considerar C' = ({1,2}; {«};s;t). Es un carcaj con dos vértices,
una flecha 'y s(«) = 1; t(a) = 2. Graficamente:

(63
o —> 0y
Presentamos a continuacién una serie de definiciones, que luego mostraremos
en un ejemplo.
Definicion 2.2. Un lazo es aquella flecha que empieza y termina en el mismo
vértice. Diremos que un vértice es un pozo (o sumidero) cuando de él no sale
ninguna flecha. Mientras que aquel vértice al cual no llega ninguna flecha lo lla-

maremos fuente.

Observemos que, en la definicién de carcaj, no se excluyen los casos donde se
tienen flechas multiples; es decir, dos o mas flechas entre dos vértices.

Ejemplo 2.2. Dado el siguiente carcaj:

25
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a3

a7 N

o —> 0y .33 a6
w4

[ 2 as

Tenemos que Cy = {1,2,3,5} y Cy = {1, ae, a3, ay, a5, o }. Por otro lado,
s(an) = s(ae) = 1y t(as) = s(ay) = s(as) = s(ag) = t(ag) = 3, entre otros.
Ademas, o es un lazo, ya que empieza y termina en el vértice 3. Notemos que el
vértice 5 es un pozo o sumidero y el vértice 1 es fuente.

Para el carcaj del Ejemplo 2.1, el vértice 1 es un pozo y el vértice 2 es una fuente.
Ademads, dicho carcaj no tiene lazos.

Ejemplo 2.3. Otro ejemplo de carcaj:

a1

4
[ D) a3 @3 —> @y
a2

Para este carcaj {1,2,3,4} forman el conjunto de vértices, {ay, ag, ag, ay }
forman el conjunto de flechas y, por ejemplo, s(a;) = t(az) = 1y t(ay) =
s(ag) = 2. Ademds, 4 es un pozo, 3 es una fuente y «g es un lazo. También
s(az) = t(az) = 2.

Definicion 2.3. Un camino en C es una secuencia de flechas p = a; - - - «,, tal que
t(ag) = s(agy1) paral < k < n — 1. Denotaremos con [(p) = n a la longitud
del camino p. Un camino trivial es aquel que tiene longitud 0. Ademds, si s(p) y
t(p) coinciden, entonces p se denomina ciclo orientado.

A los caminos triviales los denotaremos por ¢;, para cada vértice i € C tal que
s(€&;) = t(e;) = i. Para cualquier camino no trivial p = vy -+ - v, s(p) = s(aq) y
tp) = t(an).

La notacion p = (i|ay---ay|j) se utilizara para denotar un camino
p = Q- - - (v, entendiendo que s(p) =iy t(p) = j.

Observemos que, en el Ejemplo 2.2, los caminos (1]|ajazay|2) y (3lagaszas|b)
tienen longitud 3, mientras que (2|azay|3) tiene longitud 2. En el Ejemplo 2.3,
(1|anaz|1) y (1]ayazan|l) son ciclos orientados.

Definicién 2.4. Un carcaj C se dice conexo si C' es un grafo conexo, donde C es
el grafo subyacente de C; es decir, el grafo asociado al carcaj C' que se obtiene
quitando la orientacion a las flechas del carcaj.

Para el carcaj del Ejemplo 2.2, su grafo subyacente resulta:
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VRN

o ® '33

7

Notemos que, en este caso, su grafo subyacente es conexo pues para cada par de
vértices podemos encontrar un camino entre ellos. A su vez, el carcaj del Ejemplo
2.3 no es conexo pues su grafo subyacente es el siguiente:

023 o3

Es decir, no es posible encontrar un camino, por ejemplo, entre los vértices 2 y 3.

L4

oy

Definicién 2.5. Un subcarcaj del carcaj C es un carcaj C’, donde C, C Cj,
C, C C) y las restricciones de s y t a C} son iguales respectivamente a s y ¢ .
Es decir, si o : i — j es una flecha en ('} tal que o € C y, ademas, 7,5 € C},
entonces s(«a) = §'(a) =iy t(a) =t'(a) = j.

Un subcarcaj se llama pleno si para cada flecha « : © — j de C con vértices
i,7 € C, tenemos que o € C].

Ejemplo 2.4. Dado el siguiente carcaj C":

o3
2N
a1 (675

o ——> 0y o —> 0
& A
b

podemos considerar, por ejemplo, el siguiente subcarcaj C’ del mismo:

o3
N
aq

o —> 0y o
N
o,

pues C(,] = {1,2,3,4, 5} C CO = {1, 2, 3,4,5,6}, Ci = {&1,@2,0[3, 064} C
C1 = {an, a2, a3, a4, a5, a6}. Y, ademds, s'(;) = s(a;) y t'(ay) = t(ay), Vi €
{1,2,3,4}. A suvez C' no es pleno, pues a5 € C1 y {4,5} C C] pero a5 ¢ C].

Podemos observar facilmente, que C'y C” son conexos.

Definicion 2.6. Una relacion o en un carcaj C, sobre un cuerpo k, es una combi-
nacion lineal de caminos:
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o=aip1+ ...+ apPy
cona; € k,parai =1,...,n;s(p1) =... =s(pn) yt(p1) = ... = t(pn).

La longitud de p; es al menos 2, para cada p;, 1 <1 < n.
Si p = {0¢}icc es un conjunto de relaciones en C sobre k, el par (C, p) se
denomina carcaj con relaciones sobre k.

Ejemplo 2.5. Observemos el siguiente carcaj:
[ ] [ ]
NN
([ ] [
[ ] [ ]

Una de las relaciones que podemos mencionar en él es: azay—asag, pues t(agay) =
t(asag) y s(agzay) = s(asag). De igual manera, otra relacion es asagay —
. Ademads, g ais + aars no es una relacion pues t(ajas) = t(azas) pero
s(aras) # s(agas).

2.2. Algebras de caminos

Definicion 2.7. Sean k un cuerpo y C un carcaj finito, es decir, los conjuntos Cj
y C1 son finitos. El algebra de caminos de C sobre k, que denotaremos kC, es la
k-algebra cuyo espacio vectorial subyacente tiene como base el conjunto de todos
los caminos de C, incluidos los triviales. Dados dos caminos p = (i|ajas . . . ay,|7)
yq = (I|B1Ps ... Bm|r) de la base, definiremos su producto como sigue:

o (i|a1a2...an...ﬁlﬁz...Bm|7“),sij:1
p-q 0, en otro caso

Consideremos el carcaj del Ejemplo 2.1. Como espacio vectorial kC tiene base
B = {1, €9, a0} y por tanto dimkC = 3. La multiplicacién de los elementos de
Beseeg =0,€€;, =¢;parat = 1,2, e;a = aeg = a, ae; = eoax = 0y aa = 0.

Ejemplo 2.6. Observemos que, para el siguiente carcaj:
.1 L .2 L .33 a3

. _ _ 2 3
dimkC = 0o, pues B={¢1, €2, €3, a1, (g, (v3, 11 (2, a3, (O, (V1 Qia Vg, O3, . . .}
es una base con infinitos caminos.
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Ejemplo 2.7. Para el siguiente carcaj:

a

Y

LS )
~__

a2

B ={e1, €3, a1, a0, 1 g, . . .} es una base de kC' y la multiplicacion estd dada
por la siguiente tabla:

€1 €9 (03] (0D
€1 €1 0 (03] 0
€9 0 €9 0 (0]
aq 0 (03] 0 109
(0%) [6%) 0 Q0 0

Teorema 2.1. Sea C' un carcaj y kC' su dlgebra de caminos. Entonces, kC' tiene
un elemento identidad si y solo si C es finito. En particular, el elemento identidad
€s Y iccy €ir

Demostracion Supongamos que Cj es infinito y que kC' tiene un elemento
identidad 1 = Z;’ll Ai; (con \; escalares no nulos y a; caminos en ). Obser-
vemos que el conjunto {¢(a;)}7, tiene como méaximo m elementos; es decir, es
finito.
Como Cj, es infinito, podemos considerar a € Cy — {t(«;)}I*,. Luego

m
6a‘1:€a' E )\i@i
=1

= A€, + Ao€qvo + ... + Ap€aOim
=0

lo que es una contradiccion.
Si suponemos que Cj es finito, ) -, €, claramente es una identidad para £C'. [J

Ejemplo 2.8. Consideremos el siguiente carcaj C"

®
&

a2

asg ay
03 —> @0 <— .53 as

*
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Se puede verificar que, tal como se probé en el Teorema 2.1, la suma de los
caminos triviales es el 1:

(61+62+63+64+e5)-a1:el-041—1—62-a1+63-(x1+64-a1+65-a1
ar+0+0+0+0

:al

(e1+et+estest65) ap=€-ast+e-ayg+ez-ag+e-aq+es-ay
=04+04+0+0+ay

043'(€1+€2+€3+€4+€5):043'61+043'€2+Oé3'€3+043~€4—|—043'€5
=04+0+04+a3+0

:Oé3

as- (e +eatestestes) =as-€+as €+ a5 €3+ as-€4+as- €
=04+04+04+0+ a5

et 065
De manera similar se resuelven el resto de los productos.

En lo que resta de este trabajo todo carcaj C' serd conexo y finito.

Proposicion 2.1. El conjunto de todos los caminos triviales de C {¢;,7 € C}, es
un sistema completo de idempotentes ortogonales y primitivos de kC.

Proposicion 2.2. kC es una k-algebra indescomponible.

2.3. Ideales admisibles y cocientes de algebras de
carcaj

Notaremos con F’ al ideal izquierdo de kC' generado por los caminos de lon-
gitud 1 (flechas) de C.

Definicion 2.8. Un ideal bilateral R del dlgebra de carcaj kC' es admisible si
cumple con:

1 R esta contenido en F?
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2 R contiene a alguna potencia de F'

Ejemplo 2.9. En el siguiente carcaj:

o, >0 )i
tenemos que / =< A3, o\ > es admisible, pues:
1. IC F? yaqueal € F?y X3 = )\\? € F~2.
2. F3 C I, ya que todos los caminos de longitud 3 pertenecen a I:

caN =alel,puesalel
e Nel

Sin embargo, se observa que el ideal J =< aA > no es admisible pues ninguna
potencia de F’ esta contenida en J.

En [4], los autores mencionan y demuestran propiedades de una k-algebra
A = kC/R, donde C' es un carcaj y R un ideal admisible de £C'. Las mismas
permitirdn establecer un isomorfismo entre este cociente y dlgebras con tales pro-
piedades.
Si A = kC/R donde C es un carcaj y R un ideal admisible de £C', entonces se
cumple:

(i) {7 : 1 € Cy} es un sistema completo de idempotentes primitivos y ortogo-
nales de A.

(i) A esuna k-adlgebra bésica.
(iii) A es una k-algebra indescomponible.

(iv) A es de dimension finita.

Teorema 2.2. Si A es una k-algebra de dimension finita, basica e indescomponible
(y k es algebraicamente cerrado), entonces A es isomorfa al cociente de un dlgebra
de carcaj (el algebra de su carcaj) por un ideal admisible.

Conclusion
Es equivalente estudiar dlgebras indescomponibles bdsicas de k-dimension fini-
ta, con k algebraicamente cerrado, a estudiar cocientes de dlgebras de carcaj por
ideales admisibles.
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Ejemplo 2.10. Sea A =

CAPITULO 2. ALGEBRAS DE CAMINOS

e o R
oQ o
2 oo
oo o

,a € k ». Se puede verificar que A

a o o «

es basica, indescomponible y de dimension finita. Por el Teorema 2.2, es posible
encontrar un carcaj C'y un ideal admisible [ tal que A = kC/1.

A partir de una base de A, realicemos las siguientes identificaciones:

1
0
0

o O O

0
0
0

o OO

e; <> Ly, parat = 1,2, 3, 4. Es decir, por ejemplo, e; <> /11 =

2

0000
donde e; representa el camino trivial en el vértice 1. Andlogamente, e; re-
presenta el camino trivial en el vértice ¢, para ¢ = 2, 3,4. La matriz E;; es
aquella que posee un 1 en la posicién i y el resto de sus elementos son 0.

, entonces 7 serd la flecha que va desde el vértice 1 al

vértice 2 (pues la matriz tiene un 1 en el lugar "fila 2, columna 17).

0000
0000 . ‘L
0 & 100 ol entonces ¢ serd la flecha que va desde el vértice 1 al
0000
vértice 3.
0000
0000 . ‘L
b+ 000 o0l entonces [ serd la flecha que va desde el vértice 3 al
0010
vértice 4.
0000
0000 . ‘L
a0 00 0l entonces [ serd la flecha que va desde el vértice 2 al
0100
vértice 4.
0000
0000 p ‘L
<1000 0l entonces ¢ serd la flecha que va desde el vértice 1 al
10 00
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vértice 4.

Abhora realicemos los productos correspondientes:

00 0O 00 0O 00 0O
= 07 = 0 pues 000 00004 f0 000 entonces
TEEPES g 0001000 |oo0oo0o0)
0000 0000 0000
t(0) # s(7)
00 0O 00 0O 00 0O
00 0O 00 0O 00 0O
= a8 = 0 pues 000 0 cooool=1loooo , entonces
0010 0100 0 00O
t(or) # s(P)
00 0O 00 0O 00 0O
0 00O 10 00 0 00O
" o 00 0floooo]=|oo o ol entoncest)
0100 0000 1 0 00
s(a), s(ya) =1y t(ya) =4
0000 00 0O 00 0O
.« 58 o 00 0O 0000 (0O0O0O , entonces ¢(6
00 00O 1 000 |0O0O0TO
0010 0 00O 10 00
s(8), s(68) =1y t(0p) = 4.
0000
- , . 00 0O
De los tultimos dos items podemos concluir que € = ya = 0 <> 0000
10 00

El resto de los productos se realiza de manera similar. Luego, la multiplicacion en
kC' esta dada por la siguiente tabla:

El carcaj C sera:
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e1 ey lesles|aly [B|0
e1 e |0 [0 ]0 (0[O0 |00
es |0 |ea |0 |0 |0 | 010
e300 |0 [e3| O |O]0 |00
esq |0 [0 |0 |eg|l ] O 610
all0 a0 0 [0|lay|[0]0
Y4~y 10 [0 |0 OO0 |O|O
1010 {810 [0]0 |0]pB
oo [0 O O[O0 [O]O

Luego, como sabemos, [ estard formado por aquellos caminos nulos o iguales.
Dado que ay = (34, entonces [ =< ya — 03 >.
Notemos que, efectivamente, I es admisible pues: I C F?, ya que yoo = 63 es
una combinacién lineal de caminos de longitud 2. Ademas, F? C I, ya que los
unicos caminos de longitud 2 son iguales y su combinacion lineal pertenece a I.
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Extensiones triviales

Sea A una k-dlgebray D(A) = Homy (A, k) el espacio dual de A. Entonces
(D(A),+,®)  posee  estructura de  A—médulo  izquierdo  con
©® : A x D(A) — D(A), definida como (A ©® f)(u) = f(pA), VA, u € Ay
f € D(A). Enefecto, sean \, i,y € Ay f,g € D(A):

= (AO(f+9) () = (f+9)(pA) = f(uA) +g9(pr) = (A f)(p)+(Ao©g) (1)
A+ =20 f+ N0y

= (A +p) 0 ) = fFOrA+ ) = fFOOA+qu) = f(9A) + fly) =
AN+ ko i) LA O f=A0 )+ (RO f)

= (M) O N() = FOrAw) = F((hM)p) = (e fl(vA) = A0 (RO f)) ()
LA e f=20Eof)

= (1O f)(y) =f(v1) = f(v) Llof=f

Anélogamente, (D(A), +,®) posee estructura de A—modulo a derecha con © :
D(A)x A — D(A), definidacomo (fON)(u) = f(Au), VA, ue Ay f € D(A).

Definicion 3.1. Dada una k-dlgebra A, su extension trivial 7(A) = A x D(A)

es el dlgebra cuya estructura de k-espacio vectorial es lade A & D(A) y donde la
multiplicacion - : T'(A) x T'(A) — T'(A) se define como:

(A S) - (s 9) = M, Ag + fu), YA\, ue Ay f,g € D(A)

Es inmediato probar que (7'(A),+,-) tiene estructura de anillo y que
(T'(A), 4+, *) tiene estructura de k-espacio vectorial.

35
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Probaremos que & * (A, f) - (i, 9)) = (\, f) - (k * (i, g)). En efecto,

# (A f) - (s9)) = kx (A, Ag + fr)
= (k* (M), k* (Ag + fr))
= (A(k ), k* (Ag) + k= (fu))
= Ak ), Mk * g) + f(k * p))
=\ f) - (kx*p,k*g)
=\ 1) (k*(u,9))

3.1. Carcaj de la extension trivial T(/\)

Consideremos una k-dlgebra de dimensién finita A con su carcaj ordinario
C's. Describiremos el carcaj de la extension trivial T'(A). En lo que sigue, si p

es un elemento de kC'y, entonces notaremos p al elemento correspondiente en
A= EC/I.

Definicion 3.2. Sea p un camino en C'y. Diremos que p es maximal, sip # 0y
pq = qp = 0, para cada g en C).

El siguiente resultado describe el carcaj Crp(,) de la extension trivial 7'(A) de
una k-4lgebra de dimension finita.

Proposicion 3.1. [5, Proposicion 2.2.] Sea A un dlgebra de dimensién finita con
su carcaj C, entonces el carcaj de T'(A) estd dado por:

(1) (Cray)o = (Ca)o

(i) (Cray)1 = (Ca)1 U{Bp,s---,0Bp.}, donde {D1, ..., P} es una k-base para
soc A 'y, para cada i, /3, es una flecha de t(p;) a s(p;).

Ejemplo 3.1. Sea A el dlgebra dada por el carcaj C:

/\
\/

Una base de soc A es {p; = aiaz, p; = @zaa}. Luego, tenemos 3, : 4 — 1y

Bp, 14— 1, pues s(ﬁpl) t(pi) = 4, t(Bp,) = s(p;) = 1, parai = 1, 2. Entonces,
obtenemos Crp)
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Bpy

)

RN

o o,
& V
3
Bpa
De aqui en adelante, llamaremos M = {py, ..., p;} al conjunto de elementos
en kC tal que {p,...,P¢} es una base para soc A.

Extendemos la base fijada para soc A a una base 5 = {pr, ..., pn} de A y notare-
mos a su base dual en D(A) con 5* = {p1*,...,pn" }

Definicion 3.3. Diremos que un ciclo orientado C' de kCr(y) es elemental si
C=oay...050p0541...0,conp EM, q,...,0, € (Ca)1 yD*(ar .- 0) # 0.
En este caso, el peso de C' es w(C') = p*(ar ... o) € k*.

Ejemplo 3.2. Consideremos A el dlgebra dada por C'y como sigue:

(€3}
X\ a3
i\ & — 03
V
a2

con vy vy = (vo(v3.

Una base de soc A es {1 = @1a3, P2 = o — (i} pues a3 €8 un camino maxi-
maly (a; — ag)asz = ayaz — asag = 0.

Extendemos la base del z6calo a una base de A:

Luego, Cr(,) es el siguiente:

Bpy
(e3}
@) <— 09 —> 03
NG

a2
Ahora veamos cudles de los ciclos orientados de £C'r(,) son elementales:
» 30, es elemental pues p;(araz) = 1

» asasf,, es elemental pues, por el hecho de que avjas = apas se tiene
pi(ozas) =1
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= 13, no es elemental pues p3(a7) = 0

= sf, es elemental pues p;3(@s) = p(—p2 + a1) = p3(—p2) + p3(a1) =
—140=-1

Entonces, los ciclos elementales en Cry) son C7 = aqjasfy,, Co = asasf3y,,
C3 = a3y, y sus permutaciones.

Definicion 3.4. Diremos que un camino ¢ de kC, esta contenido en un camino
¢’ si se verifica que ¢ = 71472, donde ~y; y 72 son caminos y ¢(7v1) = s(q) y

s(v2) = t(q).

Ejemplo 3.3. En el carcaj del Ejemplo 2.1, podemos decir que ¢ = azag estd
contenido en ¢ = ajazagay, donde v = g, Y2 = ay, t(71) = s(q) = 2y
t(q) = s(72) = 3.

Definicion 3.5. Consideremos el camino ¢ contenido en un ciclo elemental C', por
lo que l(q) < I(C). Si g = C (es decir, si s(q) = t(q)) llamaremos suplemento
de ¢ al camino trivial e4); caso contrario, el suplemento estara formado por las
flechas restantes de C.

Ejemplo 3.4. Consideremos el dlgebra A dada por el carcaj del Ejemplo 2.6, con
la relacion oz% = 0. De esta manera, la base de soc A esta formada por el tinico
camino maximal en A, p = ajasas. Entonces, asociada a dicho camino tenemos
By : 3 — 1y se concluye que Cr(,) es:

a1 a9
o ——> 09 ——> .33 as
Bp

En este caso, C' = ajapa3f), es el tnico ciclo elemental de C'ry), ademds de sus
permutaciones.

El suplemento de 313, en el ciclo elemental C' es ;.

El camino ¢ = o asa33, tiene como suplemento al camino trivial e, pues ¢ = C'

ys(q) =t(q) = 1.

Ejemplo 3.5. Consideremos el Ejemplo 3.1. Recordemos que la base de soc A es
{P1 = @10, P2 = azau}.

mos cuales de los ciclos son elementales.
u Oél()égﬂpl — ]9_1*(051042)=1.

» a1, — P2 (anaz)=0.
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u 043()54Bp1 — ])_1*(Oé3064)=0.
u 043044Bp2 — p_Q*(Oéqu):l.

Luego, los ciclos elementales son C; = a0y, Yy C2 = asaufBp, y sus permuta-
ciones.

El suplemento de (3, en C; es ojao, mientras que el suplemento de ¢ = a8y, 3
en el ciclo (5 es el camino trivial es.

3.2. Descripcion de las relaciones de T(/\)

En esta seccion describiremos las relaciones de la extension trivial 7'(A) de
un algebra de dimension finita. En particular, comenzaremos haciéndolo cuando
A es un élgebra schurian. Previamente definiremos ese dlgebra y daremos algunos
ejemplos. Analizaremos resultados probados en [1], que nos permiten encontrar
todas las dlgebras schurian A’, a partir de un algebra schurian A, tales que sus
extensiones triviales son isomorfas.

Posteriormente, realizamos un analisis similar cuando A pertenece a la familia
de algebras monomiales. Y, finalmente, lo generalizamos para cualquier algebra
A de dimensién finita.

3.2.1. Relaciones de la extension trivial T(A) de un algebra schu-
rian

Definicion 3.6. Un dlgebra A se dice schurian si dimg(Homa (P, Q)) < 1, cua-

lesquiera sean Py ( A-mddulos proyectivos inescindibles. En otras palabras, un

algebra A schurian es aquella en la cual su carcaj tiene como maximo un camino

no nulo (morfismo) entre cada par de vértices (A-médulos) y, si hay dos o mas
que no son nulos, deben ser iguales.

Ejemplo 3.6. = Un dlgebra que no es schurian es la siguiente:

pues existen dos flechas, a; y s, que van del vértice 1 al vértice 2 y son
distintas en A; es decir, dimy(Homp(Py, P2)) = 2.

» El dlgebra A del Ejemplo 3.1 no es shurian, pues los caminos (1|ajas|4) y
(1]azas]4) que unen los vértices 1y 4 son distintos en A.
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En [1] se muestra que, cuando A es schurian, puede tomarse como k-base de
soc A al conjunto de todos los § € A, con ¢ un camino maximal en A.
Por lo tanto, la descripcién del carcaj Crp(y) de la extension trivial 7'(A) de una
k-algebra schurian, resulta de la siguiente manera:

Proposicion 3.2. [1, Teorema 1.2.2.] Si A un algebra schurian, entonces el carcaj
de T'(A) esté dado por:

1) (Cray)o = (Ca)o

(i) (Cray)1 = (Ca)1 U{Bp,,--., By}, donde {P1,...,D} es un conjunto for-
mado por caminos maximales, linealmente independiente maximal en A. Y,

para cada i, 3, es una flecha tal que s(8,,) = t(p;) y t(Bp,) = s(pi)-

Ejemplo 3.7. Sea A el dlgebra dada por el carcaj Cy:

N

o3 éaﬁ} oy é@l;} [ J
4

\)
Se observa que se trata de un algebra schurian. Los caminos maximales en A son
P1 = Qi3 y pa = aeaszay. Asociadas a dichos caminos, tenemos las flechas
Bp, 15— 1y By, : 5 — 2, respectivamente. Observemos que s(f5,,) = t(p1) = 5,

t(Bp) = s(p1) = 1, 5(Bp,) = t(p2) = 5y t(Bp,) = s(p2) = 2. Luego, Cry) es:

o
v

o3 TS. o, ?4- L2
& AZ
)

A continuacion presentamos la caracterizacion que se hizo en [1] sobre el
ideal I7(x) de relaciones de la extensién trivial T'(A) = kCrp(a)/Ir(a) del dlgebra
de dimension finita A = kC) /I, donde A es un élgebra schurian.

Teorema 3.1. [1, Teorema 1.3.4.] Sea A = kC\ /I, un élgebra schurian, donde
I, es un ideal admisible de kC. Sea I7 () €l ideal de kC'r(,) generado por:

(1) Los caminos formados por n + 1 flechas de un ciclo elemental de longitud
n.
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(i1) Los caminos cuyas flechas no pertenecen a un mismo ciclo elemental.

(iii) Los elementos ¢ — bq’ donde ¢ y ¢’ son caminos con el mismo origen y el
mismo vértice final que verifican una de las siguientes condiciones:
(@) §=0bq',con0 # b € k,siqy q son caminos en kCy, o bien:
(b) ¢y ¢ admiten el mismo suplemento  en ciclos elementales
C=a1...0,8,yC'=0a}...0a,53,
respectivamente, donde 7 es un camino de kCy, &1 ..., = ap; y
of ... o, =apj,con0#a,a cekyb= 5.
Entonces, Ir(x) es admisible y T'(A) ~ kCpeay /I (a)-
La prueba del Teorema 3.1 se encuentra en [1]. Daremos aqui una breve des-
cripcion de las herramientas y resultados utilizados en la misma. Para la prueba

del Teorema se consideré el morfismo de k-dlgebras ¢ : kCpay — T'(A) definido
sobre los caminos triviales y los caminos de longitud uno como sigue:

¢(e;) = (€, 0)
¢(a) = (@,0)
¢(Bp:) = (0,p")

También se probaron los siguientes resultados sobre el morfismo mencionado an-
teriormente, que luego fueron utilizados en la prueba del Teorema.

(1) ¢(q) = 0 si g es un camino entre cuyas flechas aparecen por lo menos dos
de la forma 3,,.

(i) Sea C' = «; ..., un ciclo elemental, donde o; ..., = ap;, con 0 #
a € k. Entonces, ¢(C') # 0. Mds atn, si C; = a1 ... ;15,0 ...y, para
2 < j < n,se tiene que ¢(C;) # 0.

(iii) Siun camino ¢ admite suplemento, entonces ¢(q) # 0.

(iv) Sea ~ el suplemento del camino ¢ en un ciclo elemental C'y v/ = b7¥, con
0 # b € k. Entonces 7' es suplemento de q.

Ferndndez prob6 que ker(¢) = Ip(,). Primero verific que los generadores de
Ir(ny pertenecieran a ker(¢).

= En primer lugar, consideré un camino ¢ de longitud n 4 1 en un ciclo ele-
mental C, de longitud n. Teniendo en cuenta que el dlgebra es schurian y de
la observacion (i) obtuvo que ¢(q) = 0.
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= En segundo lugar se consider6 un camino cuyas flechas no pertenecian a un
mismo ciclo elemental. Aqui se analizaron los casos donde ¢ = ay ...,
(sin flechas 3,), ¢ es un camino con dos o mds flechas de la forma 3, y ¢
posee una Unica flecha de la forma 3,. Observemos que en el segundo caso,
®(q) = 0 es consecuencia inmediata de la observacion (i).

= Por ultimo, se considerd un elemento de la forma g — bq’, con ¢ y ¢’ caminos
en kCray, s(q) = s(¢), e(q) = e(q'), g = b/, con 0 # b € k. Rapida-
mente de la definicién de ¢ se concluy6 que g — bq’ € ker(¢). A su vez,
para aquellos caminos ¢ y ¢’ que admiten el mismo suplemento - en ciclos
elementales C'y (', se recurri a un trabajo algebraico mas exhaustivo, uti-
lizando nuevamente el hecho de que el dlgebra es schurian y, por tal motivo,
u = 7, con 0 # ¢ € k, donde u es un camino arbitrario en kC'y.

De esta manera se pudo concluir que I(x) C ker(¢).

Para demostrar que ker(¢) C Ipy), Ferndndez consideré un elemento genérico
r =Y kg € ker(¢),donde k; € k, s(q1) = ... = s(¢n) yelq) = ... =
e(qn). Se considerd, sin pérdida de generalidad, que cada ¢; tiene suplemento y se
analizaron dos casos, diferenciando si los caminos ¢; estaban todos en kC', o si
existeunr, 1 < r < ntal que ¢; € kCy, parar < i < n. En ambos casos, el
hecho de que el algebra es schurian y la observacion (iv) llevaron a concluir que
S ]T(A)-

De esta manera, la autora pudo probar que ker(¢) = Irp). Y, finalmente, como
¢ : kCreny — T(A) es sobreyectiva y ker(¢) = Ir(a), por el teorema de corres-
pondencia, se obtiene que T'(A) ~ kCr(a)/Ir().

Ejemplificamos a continuacién la descripcion de las relaciones de Cry).

Ejemplo 3.8. Consideremos el dlgebra schurian A dada en el Ejemplo 3.7, donde
vimos que los caminos maximales son p; = ajazay ¥ po = aay Y, por lo
tanto, Cp(n) €s:

o
v

03— % 5, %

as ay
& AQ
)

Los ciclos elementales para Cr(y) son O = ajazayf3,,, C = asazay By, y todas
sus permutaciones.
Del Teorema 3.1, obtenemos /75y de la siguiente manera:
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L] 0410{3()[4ﬁp1061 = Oé30(46p10é1043 = 06461)10[10(3044 = Bp1ala3a4ﬁp1 = O, pues
son los caminos formados por 5 flechas del ciclo elemental C = oz 3,
de longitud 4.

L] 062043()[45],2052 = Oé30(45p20é2043 = 06461720[20(3064 = ﬁp2a2a3a4ﬁp2 = O, pues
son los caminos formados por 5 flechas del ciclo elemental Cy = apasas 3y,
de longitud 4.

" ajazoufpy, = asasag, = 0, pues a; es una flecha del ciclo elemental C,
mientras que [3,, pertenece a Cs. A su vez, o, es una flecha de Cy, pero (3,
estaen C].

v By a1 — Bp,a0 = 0, pues, tomando ¢ = (B, 01y ¢ = 3,2, tenemos que
s(q) = s(¢') = 5,t(q) =t(¢') = 3y asay es el suplemento de ¢ y ¢’ en C4
y Cy, respectivamente.

Ejemplo 3.9. Sea A el dlgebra dada por el carcaj Cy:

a1 s
@) —> 09 —> 03

agl lm

oy a5 o @6 LI Py [ Ard
con las relaciones ooy = asasag, asar = 0y agar = 0. Entonces, te-
nemos que p; = ayQay, P2 = Q305064 Y P3 = «p son los caminos maxima-

les en A. Como p; = Po, el diagrama de T'(A) se obtiene agregando las flechas
Bp, 16— 1y By, : 7T— 6. Luego, Cra) es:

%1 Qs
o —— 0, —> 03

[o %} [e %]
Bpl a7

oy o5 L]

o7

(073 (o7 -~

Bps

C1 = apopayBy,,, Cr = azasagB,,, Cs = o783, y todas sus permutaciones, son
los ciclos elementales. Luego, del Teorema 3.1, tenemos que 7'(A) es el dlgebra
dada por el diagrama C'r(») con las siguientes relaciones:

"oy, = Qa0 fBp, 0n 0 = aufy arasay = By ooy, =0
= 0é30450465p1043 = 045(165;91043045 = aﬁﬁpla:’,%&ﬁ = 5p10430450465p1 =0
u Oz7ﬁp3067 - 6p3a7ﬁps = 0.

By = 0.
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B Ogly = 0.

- BPQBIH = 0.

B 1090y — 350l = 0.
- ﬁplalOéZCkﬁl - a?ﬂp;g = 0.
] ﬁplOé30é50é6 — 0676;,3 = 0

En [1] se probé que es posible encontrar a partir de un algebra schurian trian-
gular A, todas las dlgebras cuyas extensiones triviales son isomorfas a T'(A). En
particular, las dlgebras encontradas también son schurian.

Proposicion 3.3. Sea A un algebra schurian y su extension trivial 7(A). Sea
A’ el algebra que se obtiene eliminando exactamente una flecha por cada ciclo
elemental de Cr(y), con las relaciones inducidas. Si A’ es schurian, entonces
T(A") ~ T(A), como k-dlgebras.

Definicion 3.7. Sea A = kC'/I una k-dgebra. Diremos que A es triangular si C'
no tiene ciclos orientados.

Proposicion 3.4. Sea A un dlgebra schurian triangular y supongamos que
C1,Cs, ..., Cy, son los ciclos elementales de Cay. Si A’ se obtiene de T'(A),
eliminando exactamente una flecha por cada ciclo elemental C;, i = 1,...,m;

entonces A’ es schurian.

Ejemplo 3.10. Consideremos A el algebra del Ejemplo 3.7. Recordemos que los
ciclos elementales para Cy () eran C = ajazay3,, y Oy = apazay 3y, .

1. Eliminando «; de C y oy de Cs obtenemos el dlgebra A dada por:

>

2. Si eliminamos «; de C y 3, de C; se obtiene Ay = kCr(ay)/Ir(ay) si-
guiente:
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o
Bpy
o3 73 oy ?4- o5

a2

AP
donde I pr) = (aaazasfBp,).
3. Si eliminamos 3, de C1 y a3 de Cs obtenemos Ay = kCr(ay)/ Ir(ay):
o
v
®3 a5 ®4 o %5

Bpo
)

donde IT(Ag) = <Oé1043a4/3p2>-

4. Si elegimos eliminar a3, sera la unica, pues la misma pertenece a ambos
ciclos Cy y Cy. En ese caso, obtenemos A} = kCra)/Ir(s;) dada por:

/\

04— 95

\/

con Iy = (Bpr a1 — Fpoctz).

5. Del mismo modo que para hicimos el punto anterior, eliminando ay, se
obtiene A5 = kCra)/IT(aL):

o
VN

03— %4

\/
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con ]T(A’s) = <6p10‘1 - Bp2a2>-
Notemos que si eliminamos 3,, y 3,, de Cr(x) obtenemos el dlgebra original
A.

Las dlgebras A}, A, A5, A} y A son schurian. Por la Proposicion 3.3, sus
extensiones triviales son isomorfas a T'(A), como k-dlgebras.

Por la Proposicién 3.4 y el hecho de que A es triangular, ya sabiamos de ante-
mano que las algebras A}, 7 = 1,...,5 eran schurian. Ademads, son todas las que
cumplen dicha condicién. Este hecho se observa en el siguiente corolario.

Corolario 3.1. Sea A un dlgebra schurian triangular. Las dlgebras cuyas extensio-
nes triviales son isomorfas a 7'(A) son, precisamente, las que se obtienen elimi-
nando exactamente una flecha de cada ciclo elemental de C'r(,), con las relaciones
inducidas.

3.2.2. Relaciones de la extension trivial T(/\) de un algebra mo-
nomial

En su tesis de maestria (2017), Hernandez decidi6 centrar su andlisis en dlge-
bras monomiales, cambiando el contexto de [1]. En esta seccién haremos un anali-
sis similar al realizado para dlgebras schurian, esta vez para dlgebras monomiales.
Definiremos dichas dlgebras, las ejemplificaremos y analizaremos la prueba de
algunos resultados demostrados en [2].

Definicion 3.8. Un dlgebra A se denomina monomial si puede representarse de
la forma A = kC\ /I, donde I es un ideal admisible generado por caminos.

En otras palabras, en C, cuando A es un dlgebra monomial, no se aceptan
relaciones de conmutatividad; esto es, relaciones de igualdad de caminos o com-
binacidn lineal de caminos.

Ejemplo 3.11. El dlgebra dada por el siguiente carcaj:

con | =< ajas — gy >, no es un algebra monomial, ya que [ estd generado
por una combinacion lineal de caminos.
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En [2] se demostraron propiedades de esta clase de algebras. Se probd, uti-
lizando propiedades especificas de esta familia de dlgebras, que es posible en-
contrar una base de soc A formada por clases de caminos maximales en A. Este
resultado permitié caracterizar el ideal I, de relaciones de la extension trivial
T(A) = kCr(ay/Ir(n) cuando A es un dlgebra monomial.

Teorema 3.2. [2, Teorema 5.17] Sea A = kC'y /I un dlgebra de dimension finita,
donde I, estd generado por caminos. Sea I7(y) el ideal de kCT( A) generado por:

(1) Los caminos que no estdn contenidos en un ciclo elemental.

(ii) Los elementos de la forma p — p/, donde iy ¢/ son caminos diferentes de
kC7ray con un suplemento comtin v en ciclos elementales C'y C’, respecti-
vamente.

Entonces, I7(s) es un ideal admisible. Luego T'(A) ~ kCr(n)/Irn).

La prueba del Teorema 3.2 se encuentra en [2]. Al igual que lo hicimos para
las algebras schurian, daremos una breve descripcion de las herramientas utiliza-
das en la misma.

Para demostrar el Teorema precedente también se definié el morfismo ¢ : kCry) —
T'(A) sobre los caminos triviales y los caminos de longitud uno como sigue:

¢(e;) = (&,0)
¢(o) = (@,0)
?(By) = (0,p), Vpe M

A su vez, se definieron los morfismos asociados ¢ = w1 0 ¢ : kCppay — Ay
g = my 0 ¢ : kCppxy — D(A), donde 7, y 75 son las proyecciones inducidas por
la descomposicion T'(A) = A @ D(A).
En [2], antes de comenzar con la demostracion, se presentan una serie de propie-
dades y resultados que se verifican para las dlgebras monomiales, utilizados luego
en la demostracion del teorema. Entre ellos:

(i) Cualquier camino no nulo de A esta contenido en un ciclo elemental.
(i) Si2(q)(w) # 0, entonces u es un suplemento de q.

(iii) Sea A = kC\ /I, una k-dlgebra de dimension finita, donde I, estd generado
por caminos. Para cada j € (Cra))o, sea Yj el ideal en kC7pn) generado
por:

- los ciclos orientados de j a j que no estdn contenidos en un ciclo
elemental
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- los elementos C'— C’, donde C'y C” son ciclos elementales con origen

J-
Entonces, Y; C ker(¢) Ne;jkCrye;.

(iv) Si p— p’ esun generador de I’ de tipo (ii) en Teorema 3.2, entonces i, i1’ €
(Bp)pem por poseer un suplemento comiin v, y se tiene que v € kC}.

(v) Siun camino g en kC7a) no estd en I, entonces ¢ posee un suplemento en
algun ciclo elemental.

En esta demostracion, al igual que en [1], se prueba que I’ = ker(¢). En pri-
mer lugar, se demuestra que I’ C ker(¢). Para ello se verifica que los generadores
de I’ pertenecen a ker(¢). Se analizan dos casos:

= En primer lugar, si el generador es un camino ¢ que no esta contenido en
ningun ciclo elemental, entonces:

- Si g € kC) entonces, por (i) se tiene que ¢ = 0. Luego, ¢(q) = (0,0)
y q € ker(¢).

- Si ¢ € (By)pem, entonces ¢(q) = (0,¢2(q)). Se prueba entonces,
utilizando (ii), que ¢2(q) = 0 lo que muestra que q € ker (o).

= En segundo lugar, se considera un generador de la forma v = p — p/, donde
py p/ son caminos de 7 a j en kC'p(4) con un suplemento comtn. Por (iv), se
tiene que ¢(v) = (0, p2(v)). Luego, utilizando (ii) y (iii), Hernandez prueba
que @o(v) = 0, lo que implica que v € ker(¢).

Hasta aqui, la autora ha probado que I’ C ker(¢).

Para probar que se verifica la igualdad, se demostré que dimkCra/I'=dim;, TN
= 2dimyA. Para ello, la autora considera el epimorfismo canénico 7 : kCrpp) —
kCrn/I', denotando m(y) = ¥ y, como ¢ es un morfismo sobreyectivo e
I' C ker(¢), considera el morfismo inducido ¢: kCr(n) — kCr(a)/ker(¢) =T(A)
tal que pom=¢. Ademds, considera el monomorfismo inclusién i:A=kCrppy /I’
inducido por la inclusion de kC en kCr(y).

Como kCra)=kCr+k(Bp)pem, se tiene que e;kCppyei=e;kCre;+e;k(By) pemess
para i,j € (Cpa))o. Entonces, la autora define los subespacios de kCrp(a)/I’,
Pi; = m(e;kCye;) y Fij = m(ejk(By)pem)e;), donde P;; = i(ejAe;) ~ ejAe;.
ASf, Zi,j dzmkﬂj = dzmkA

Luego se prueba, utilizando (v), que dimy(P;;) > dimy(Fj;), lo que implica que
dimpkCrny /1" < dimyT(A). Por el hecho de que ¢ es sobreyectiva se tiene que
dimpkCrny /1" > dim;T(A). Entonces, dimpkCry/I' = dimiT(A), lo que
demuestra que I’ = ker(¢).
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Finalmente, por el teorema de correspondencia T'(A) ~ kCpeay/I’, como se
queria demostrar.

En el siguiente ejemplo, utilizando el Teorema 3.2, encontramos I () cuando
A es un dlgebra monomial.

Ejemplo 3.12. Sea A el dlgebra del Ejemplo 3.4, donde encontramos que Cr(,)
es:

a1 a9
o —> 09 ——> .33 a3

Bp

Como A es monomial, del Teorema 3.2 obtenemos que 7'(A) es el dlgebra dada
por el diagrama Cr(,) con las relaciones:

L] (Oég)Q =0
u 05251) =0

u 041042043@;011 = 042063519041042 = Oé35p041042043 = 5p041042043ﬁp =0

Observemos que del punto (ii) del Teorema 3.2 no surgen relaciones para el dlge-
bra precedente, pues Cr,) tiene tnicamente el ciclo elemental C' = a3, y
sus permutaciones.

Ejemplo 3.13. Consideremos A el dlgebra dada por el carcaj Cy:
aq C.l i) (D) & o3

con la relacién (a)? = 0. Claramente, A es monomial.
En este caso, los caminos maximales son p; = ajas y po = Q.
Asi, Cr(y) estd dado por:

a2 a3
— =\ L
a1 [ ] [ ] [ ]
1 %2 %
ﬁpl BPQ

y los ciclos elementales son C; = ajasf3,,, Co = as3f3,, y todas sus permutacio-
nes.
Por el Teorema 3.2, las relaciones en Cpy) estdn dadas por:

» (a1)2=0

v ayfy a1 = 050y, arag = 0; By, a8, =0
agfBp,az = 05 Bp,azBy, =0

Qs fp, = 05 a3y, =0

Bpiae =0

5p1041042 - ﬁpg@s =0
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3.2.3. Caso particular de las algebras monomiales: algebras
gentiles

Definicion 3.9. Dos k-dlgebras de dimension finita, A; y As, se dicen morita
equivalentes si las categorias mod A, y mod A5 son equivalentes.

Definicion 3.10. Sea A una k-dlgebra de dimension finita. Diremos que A se llama
de cuerdas si es morita equivalente a un dlgebra de la forma kC'/I, donde:

(C1) I esta generado por caminos
(C2) Cada vértice de C' es inicio y final de a lo sumo dos flechas

(C3) Para cada flecha o € C existe a lo sumo una flecha 5 € C'talque aff & I y
existe a lo sumo una flecha v € C' tal que ya & [

Definicion 3.11. Un algebra de cuerdas se dice gentil si satisface:

(G1) Para cada flecha o € C' existe a lo sumo una flechad € C'talque ad € Iy
existe a lo sumo una flecha e € C' tal que eax € [

(G2) I esta generado por caminos de longitud 2.
Ejemplo 3.14. = El dlgebra A dada por el siguiente carcaj:

i
—
® -

o3
con la relacion ayas = 0 es un algebra de cuerdas, pues [y =< ajag >,
el vértice 1 es inicio de «y y final de a4, el vértice 2 es inicio de a; y final
de a3 y el vértice 3 es inicio de a3 y final de ay. Ademads, para «; existe
unicamente a3 tal que aizar; & I y ninguna flecha [ tal que a1 5 & I; para

ap solo existe a3 tal que asas € 15 y ninguna flecha v tal que yas & Iy;
mientras que para a3 existen solo iy y aw tal que azay & Iy y asas & Iy.

A su vez es un dlgebra gentil, pues para o existe Unicamente «y tal que
a1y € Iy y ninguna flecha e tal que ea; € I,; para ay existe solo oy tal
que aps € I y ninguna flecha § tal que axd € I; mientras que para oz no
existen flechas 0 y € tal que azd € Iy y easg € I5. Ademas, Iy =< ajas >
y ay g tiene longitud 2.
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= Fl dlgebra dada por el siguiente carcaj, con las relaciones ayos = 0y
103 = 0:

o3

V
aq

o) —> 0y

N

oy

corresponde a un dlgebra de cuerdas pero no es un dlgebra gentil, pues para
ay existen dos flechas, oy y as, tales que ayae € 'y aqas € I, donde
] = <O[10(2,Q{10[3>.

En [2] se probd que la descripcion obtenida para las relaciones de la exten-
sion trivial de un algebra monomial, vista en el Teorema 3.2, puede simplificarse
cuando el dlgebra es gentil. Se obtiene entonces el siguiente resultado.

Teorema 3.3. [2, Teorema 6.11] Sea A = kC'y /I, un dlgebra gentil. Sea Iy el
ideal generado por:

(1) Los caminos que no estan contenidos en un ciclo elemental y

(ii) los elementos de la forma C' — C” donde C'y C” son ciclos elementales que
comienzan en un mismo vértice de Cpy).

Entonces, I7(x) es admisible e I(x) = ker(¢). Luego, T'(A) ~ kCr(a)/Ira)-

Ejemplo 3.15. Tomemos el dlgebra A dada en el Ejemplo 3.14. El tinico camino
mdximal serd p = asazay. Luego, Cry) estd dado por:

aq

—
Br( @1 L)
o3
El ciclo elemental es C' = asa30 5, y todas sus permutaciones.
Por el Teorema 3.3, las relaciones en Cr(y) son las siguientes:

L] 041052:0

u 0420430415;»042 = 0430415;9042043 = 0415;0042043041 = ﬁpOéQOé:aOélﬁp =0
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. 5p042043061 - 04204304161; =0

Consideremos las siguientes propiedades de los ciclos de una k-dlgebra de
dimension finita A = kC) /I,:

(T1) Toda permutacion de un ciclo maximal en A es un ciclo maximal en A.

(T2) Todo camino no trivial de £C, y no nulo en A estd contenido en un tnico
ciclo maximal en A, a menos de permutaciones.

(T3) Hay a lo sumo 2 ciclos distintos de 5 a j en kCy, maximales en A para
cualquier vértice j de C. Si hay dos, son iguales en A.

(T4) Sihayuncicloy = «;...asen kC) de 7 a j que es no nulo y no maximal
en A, entonces aya; = 0 en Ay dimy End,(P;) = 4.

En [2] se probé que si un dlgebra de dimensién finita A satisface las pro-
piedades (T'1), (12), (T3) y (T4), entonces existe un dlgebra gentil A’ tal que
A =2 T(A). En la siguiente proposicion, dada en [2], se prueba la existencia de A’
y se muestra una manera de construirla.

Proposicion 3.5. [2, Proposicion 6.14] Sea A = kCy /I una k-algebra de dimen-
sion finita que satisface (7'1), (7'2), (T'3) y (T'4). Sea Cys el carcaj que se obtiene
eliminando exactamente una flecha de cada ciclo de £C'y maximal en A, y sea
Iy = kCy N 14 el ideal inducido.

Entones, A’ = kC)/ /I es un algebra gentil con T'(A’) = A.

Ejemplo 3.16. Sea el dlgebra de dimension finita A, cuyo carcaj es el siguiente:

con las relaciones:
B Xo(X3(X1 (X509 — (31 509Xz — (1500301 — 531y — 0
B g0y = goiucg = 0
oy = 0; asay = 0; agaz = 0; (a5)? =0

u Cl = C{”; Ci = CQ
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donde:

/ 1 "
C) = mazaias, O] = agayasag, O = cpasasas 'y O = asasasag
!
Cy = ayag, C) = agay

Observemos que los ciclos C'; y Cy son maximales. En efecto, para el ciclo
C1 = asazor a5 tenemos:
06501 = 50315 = 0
alCl = X1 X9(V3(X1 (X5 = 0, pues a1t = 0
Cias = axazagasas = 0, pues asas = (a3)? =0
01062 = (a(X3(X1X5(V9 = 0
Y para Cy; = a4a4 se tiene:
OJQCQ = (4 lg = O, pues aotry =
(1602 = QgQyg = 0
Cyoy = agagory = 0
02053 = (uQgig = 0, pues agtxs = 0

Notemos que los ciclos de C verifican (71), (1%), (15) y (14).
Consideremos el ciclo maximal C; = asazaas. Supermutacion O = azajasan
también es maximal. En efecto:
asC] = agazaiasay = 0, pues agag = 0
OégCi = (a(X3(X1 X559 = 0
C’{a4 = X315y — 0, pues oty = 0

laz = agaqasasas =0
De la misma manera, se ve facilmente que las permutaciones C{ y C{” son ciclos
maximales.
Ahora, considerando el ciclo Cy = ayag. Su permutacion CY) = agay también es
maximal. En efecto: asCf = agagay = 0y Chag = agasag = 0.
Ademads, cualquier camino no trivial de kCy y no nulo de A esta contenido en
un unico ciclo maximal en A, a menos de permutaciones. Por ejemplo, a3 esta
contenido en C, C| y C?”, mientras que asazcvg esta contenido en C7 'y C{”. Los
caminos «;, de longitud 1, para i = 1,2, 3,5 estan contenidos en C y todas sus
permutaciones; y los caminos «;, de longitud 1, para ¢ = 4, 6 estdn contenidos en
(' y su permutacion CY.
Observemos que (7'3) también se verifica, pues para los vértices 1 y 4 tenemos
tnicamente los ciclos maximales C} y C}, respectivamente. Pero, para el vértice
2 tenemos los ciclos C y C7’, los cuales son iguales y, para el vértice 3 tenemos
los ciclos Cf y Cs, que también son iguales.
Finalmente, para comprobar (7'4), tomamos el dnico ciclo no maximal no nulo
de kCy, v = asazaq, que empieza y termina en el vértice 2. Se comprueba que
ajap = 0en Ay dimpEndy(P,) = 4; es decir, hay 4 ciclos distintos que termi-
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nan y empiezan en el vértice 2.

Ahora, consideremos C),, el carcaj que se obtiene eliminando exactamente
una flecha (a5 y a) por cada ciclo de kCy, maximal en A.

al °
2
3

lm

o,

®

con [y, = kCy, NIy = {1z, asay). Luego, por la Proposicion 3.5, se tiene que
Ay = kCy, /I, esun dlgebra gentil y T'(A;) = A.
De igual manera, eliminando a; y ay, obtenemos Cly,:

con I, = (ajan, agas). Ademds, A, es un dlgebra gentil y T'(Ag) = A.
Eliminando a4 y ag, obtenemos Cl,:

.1 .23 as
o3
la4
o,

con I, = (azay, (a;5)?). Ademds, A3 es un dlgebra gentil y T'(A3) = A.
Eliminando oy y oy, obtenemos C),:

al
o (D} as
N

o3

y

o,
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con Iy, = {agas, (a5)?). Ademds, A, es un dlgebra gentil y T'(Ay) = A.

Utilizando la Proposicién 3.5, de la misma forma que lo hicimos en el ejemplo
anterior, podemos encontrar todas las algebras gentiles, que se obtienen eliminan-
do exactamente una flecha por cada ciclo de kC'y maximal en A, cuyas extensiones
triviales son isomorfas a A.

3.2.4. Relaciones de la extension trivial T(A) de un algebra de
dimension finita

Para culminar este trabajo presentamos un resultado obtenido en [6] (sin pu-
blicar) por Fernandez Elsa. Con este resultado se generaliza lo abordado en las
secciones anteriores.

Definicion 3.12. Para cada vértice x € Cp(y) se define el ideal bildtero I; en
kCr(a) generado por:

1. Ciclos orientados de x a x que no estan contenidos en un ciclo elemental.

2. Los elementos de la forma w(C")C — w(C)C’, donde C'y C’ son ciclos
elementales que empiezan y terminan en x.

La anterior definicion serd de utilidad para poder encontrar las relaciones de la
extension trivial de cualquier dlgebra de dimensidn finita. En el siguiente teorema,
dado en [6], se explicitan dichas relaciones:

Teorema 3.4. [6, Teorema 1.1] Sea A = kC'y /I, un dlgebra de dimensidn finita y
sea T'(A) = ECra) / I7(a) su extension trivial. Entonces el carcaj Cr(y) es como
en la Proposicion 3.2 y el ideal I7(4) es generado por la union de los siguientes
conjuntos:

(i) Un conjunto generador del ideal de relaciones 7, de A.
(i) Los caminos que no estdn contenidos en un ciclo elemental.

(iii) Para cualquier par de vértices x € y en Cr(,), la combinacion lineal de ca-
minos p € €,kCr(a)e, tal que pq € I} 0 gp € I, para cualquier suplemento
g en un ciclo elemental C'.

Para la prueba del teorema precedente, la autora ha mostrado que ker(¢) =
I7 (), donde ¢ es el morfismo considerado anteriormente. Para ello, ha utilizado
el mismo procedimiento que se hizo en la demostracién del Teorema 3.2, prime-
ro vié que Ipn) C ker(¢) y luego, utilizando el hecho de que dimpkCry =
dimyT'(A), probd la igualdad. Tanto en [2] como en [6], se tom6 como referencia
la prueba realizada por Fernandez y Platzeck en [5], y se utiliz6 los resultados
necesarios y adecuados al contexto y a las caracteriscticas del dlgebra estudiada.
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Ejemplo 3.17. Consideremos el algebra A, donde C'y esta dado por:
4
2N
() 3
o)

as
con 1tz = (o4 'y ((15)2 = 0.

Observemos que A no es un dlgebra schurian pues a3 y ajazas son dos
caminos distintos entre los vértices 1 y 4. Tampoco es un dlgebra monomial puesto
que estd generada por la combinacidn lineal de caminos a3 — ascry = 0 (por
lo tanto, no es de cuerdas ni gentil). Y A tampoco es un édlgebra triangular, pues
tiene el ciclo orientado as.

Una base de socA es {p1 = a1azas,p2 = 0,05 ). Como p; = Da, pues

a1y = aeay, entonces el diagrama de 7'(A) se obtiene agregando tnicamente
By : 4 — 1. Luego, Cra) estd dado por:

o
o B o3

04

as

Los ciclos elementales en Cr(y) son C = ajazas3,, Cr = azayas/3, y todas sus
permutaciones.

Para hallar el ideal /75 utilizaremos el Teorema 3.4, visto anteriormente. Para
eso, primero encontraremos los ideales bildteros I/, para cada vértice = de Crpy).

» Para x = 1, encontramos /] generado por las relaciones:

1. alagﬁp = a2a45p =0.

2. cqasasf, — asoyasf, =0, pues w(C') = w(C) = 1.
» Para z = 2, encontramos [} = (a38,a1).
» Para x = 3, encontramos [} = (ay/5,0).

» Para x = 4, encontramos /; = generado por las relaciones:
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* Bparazas — Bpasagas =0, pues w(C’) =w(C) =1

o afonas — apfyanay = 0 pues w(C') = w(C) =1

Por el Teorema 3.4 obtenemos las relaciones asociadas a Cr(,). De (i) tene-
mos que las relaciones son: ayas = azay y (as)? = 0. Por (ii):

u 0435;0 = 0446;0 =0
v asas B0 = agas B0 =0
u 0410430455;;041 = 043045@)061043 = 06551)041043065 = 5p0410430455p =0

" 00y = ayasBpaaay =0
Notemos que se omiten o 3,asa405 = 0y Bronasas3, = 0 pues, como
(i3 = Qrayy, resultan iguales a dos relaciones del item anterior.

Ahora queremos hallar las relaciones que surgen de (7i¢). Consideramos los
vértices x = 1 e y = 4, la combinacion lineal de caminos p = aja3 — asay y el
suplemento ¢ = a/3,. Luego, pg = (aqas — o) as 5, = aqaisas 5y — oo By,
de donde pgq € I7. Entonces, por el Teorema 3.4, la combinacion lineal de caminos
p = a3 — (e serd una relacion, la cudl ya habia sido encontrada en (7).
Andlogamente, se analizaron el resto de los vértices y no se encontraron nuevas
relaciones.
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