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el Departamento de F́ısica de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, durante
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Resumen

La Mecánica Estad́ıstica de Boltzmann Gibbs (BG) trata con sistemas en equilibrio.

Se basa en la hipótesis de sensitividad exponencial a condiciones iniciales, “mixing”

y ergodicidad en el espacio de fases de Gibbs. Muchos sistemas dinámicos, en esta-

dos estacionarios o en equilibrio metaestable fallan en cumplir con algunas de estas

hipótesis, y la Mecánica Estad́ıstica no es aplicable a ellos. En 1989, Constantino

Tsallis propone una generalización de la Entroṕıa de BG para tratar estos sistemas

cuya caracteŕıstica es la no extensividad. En 2004 introduce un conjunto de ı́ndices q

que caracterizan a los sistemas no extensivos. Dan cuenta de la sensitividad a condi-

ciones iniciales, la relajación de cantidades macroscópicas hacia sus valores en los

estados estacionarios y la distribución de la enerǵıa en el espacio de fases. Estos tres

ı́ndices convergen a la unidad en el caso de sistemas en equilibrio. El apartamiento

de la unidad de los ı́ndices q son una medida de la no extensividad del sistema.

En este trabajo estudiamos la serie temporal con los valores diarios del espesor de la

capa de ozono estratosférico, sistema estacionario, pero no en equilibrio, y evaluamos

los tres ı́ndices q. Hasta el momento de nuestro trabajo solamente ha sido reportado

un caso de evaluación de estos ı́ndices en sistemas naturales. El nuestro fue el segundo,

hasta donde sabemos.

Esta tesina está organizada como sigue: En el primer caṕıtulo hacemos una revisión

de los conceptos fundamentales de la Mecánica Estad́ıstica BG y de la generalización

propuesta por Tsallis. En el segundo caṕıtulo explicamos el significado de cada ı́ndice

q. En el tercer caṕıtulo detallamos el cálculo de los tres ı́ndices que caracterizan al
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Resumen iv

sistema del ozono estratosférico.

Los principales resultados de este trabajo han sido publicados en:

G.L. Ferri, M.F. Reynoso Savio, Ángel Plastino, “Tsallis’q-triplet and the ozone

layer”, Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, 389 (2010), pp. 1829-

1833. Elsevier Science, B. V., Amsterdam. ISSN 0378-4371.

(doi:10.1016/j.physa.2009.12.020).
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1.1. Mecánica Estad́ıstica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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Caṕıtulo 1

Mecánica Estad́ıstica y teoŕıa de la

información

1.1. Mecánica Estad́ıstica

La mecánica estad́ıstica tiene por objeto explicar el comportamiento macroscópico de

los sistemas f́ısicos usando las leyes de la f́ısica microscópica subyacentes, aún cuando

los estados microscópicos tales como la posición y la velocidad de cada una de las

part́ıculas que lo componen sea desconocida.

Los fenómenos microscópicos están muy lejos de nuestra experiencia cotidiana, puesto

que los sistemas que observamos a nuestra escala contienen un número enorme de

part́ıculas. Las propiedades colectivas de un sistema no tienen nada en común con

las propiedades individuales de sus constituyentes. Si bien teóricamente es posible

derivar las propiedades macroscópicas a partir de las propiedades individuales de cada

part́ıcula, esto se enfrenta a dificultades completamente insuperables. Por ejemplo, un

cent́ımetro cúbico de grafito puede ser considerado como una molécula que contiene

1022 átomos de carbono ligados entre ellos. Aunque, en principio, sus propiedades

puedan ser descriptas por la ecuación de Schrödinger de sus núcleos, sus electrones y la

interacciones Coulombianas entre ellos, es imposible concebir la posibilidad de resolver
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Cap. 1 - “Mecánica estad́ıstica y teoŕıa de la información” 2

esa ecuación con tal número de variables. Es de destacar también que la mayoŕıa

de las propiedades de los sólidos, los ĺıquidos, los gases, toda la Qúımica, y hasta la

Bioloǵıa, virtualmente están contenidas en la simple ecuación de Shrödinger de núcleos

y electrones y de sus interacciones Coulombianas. La diversidad del mundo que nos

rodea es un indicador de la inutilidad, siquiera de pensar en la posibilidad de extender

a las sustancias macroscópicas los métodos de la mecánica cuántica, aún cuando ésta

ha sido extraordinariamente exitosa en el estudio de los átomos y pequeñas moléculas.

El puente entre las dos escalas lo tiende la F́ısica Estad́ıstica. Esencialmente teórica,

está en contacto directo con otras ciencias, teóricas o experimentales que tratan con

distintos materiales y diversas clases de propiedades: f́ısica de sólidos, de ĺıquidos, de

plasmas, materia condensada, sustancias amorfas, electromagnetismo en la materia,

mecánica de medios continuos, termodinámica o f́ısicoqúımica.

La Mecánica Estad́ıstica trata con sistemas con muchos grados de libertad, tales como

moléculas de gas en un recipiente o spines en una red. Un microestado del sistema es

el estado detallado de todos sus componentes. Por ejemplo, las N coordenadas y N

momentos de las part́ıculas en un gas. El espacio de los posibles microestados en el

espacio de fases. Para un gas monoatómico, el espacio de fases es 6N−dimensional.

Un microestado del sistema completo corresponde a un único punto en ese espacio. La

Mecánica Estad́ıstica supone la existencia de esos estados aunque sea completamente

imposible conocer sus valores. La única información que tenemos sobre ellos, proviene

de cantidades macroscópicas, que son propiedades globales, como la enerǵıa total, la

temperatura, el volumen, la presión o la magnetización. Debido a nuestra ignorancia

sobre los microestados es que debemos tratarlos en términos estad́ısticos. Pero el

conocimiento de cantidades macroscópicas junto con las leyes f́ısicas que siguen los

microestados restringen la cantidad de microestados posibles. Una vez que se han

fijado las variables macroscópicas, queda sólo un subconjunto de microestados que

son compatibles con ellas, los estados accesibles.

El primero de los postulados fundamentales de la Mecánica Estad́ıstica es que, en

equilibrio, un sistema aislado tiene igual prioridad a priori de estar en cualquiera de



Cap. 1 - “Mecánica estad́ıstica y teoŕıa de la información” 3

sus estados accesibles. Para sistemas que no son cerrados, por ejemplo, porque están

en contacto térmico con otro sistema, o su número de part́ıculas no es constante, el

conjunto de estados accesibles será distinto, y sus probabilidades deben ser calculadas.

El segundo de los postulados fundamentales es el de ergodicidad. Esto significa que

los promedios temporales se corresponden con promedios en ensembles, conjuntos de

sistemas idénticos. Esto significa que uno puede hacer un promedio temporal siguiendo

el movimiento determinista de todas las variables microscópicas de todas las part́ıculas

que componen el sistema. Por otro lado, en un instante dado de tiempo se puede

tomar un promedio sobre todos los estados accesibles pesados por su probabilidad de

ocurrencia. La hipótesis ergódica dice que estos dos promedios son lo mismo.

Partir de los componentes microscópicos para explicar propiedades macroscópicas

hace que sea necesario el uso de ideas probabiĺısticas, aún cuando las leyes que gobier-

nan el mundo microscópico sean conocidas exactamente y cuando la teoŕıa microscópi-

ca sea determinista. En consecuencia, las predicciones de la mecánica estad́ıstica son

probabiĺısticas por naturaleza e involucran promedios. No obstante, como los sistemas

bajo estudio son muy grandes, la “ley de grandes números”, tal como se prueba en

teoŕıa de probabilidades, conduce a predicciones precisas, cuyo cumplimiento es casi

una certeza, y en esta circunstancia el sistema considerado es a todos los efectos,

completamente determinista. Por ejemplo, en un fluido de N part́ıculas que están

aleatoriamente distribuidas en un volumen grande Ω, el número n de moléculas en

un volumen v es una variable aleatoria. Su valor esperado es vN/Ω y su fluctuación

estad́ıstica relativa es 1/
√
⟨n⟩. Para 1 mm3 de gas, esta cantidad es igual a 0.6 x 10−8,

por lo tanto, podemos considerar n/v como una cantidad exactamente determinada,

e igual a la densidad N/Ω ya que la fluctuación estad́ıstica es despreciable compara-

da al error experimental. Esta clase de argumentos es la que posibilita reconciliar la

naturaleza estad́ıstica de la f́ısica microscópica con el determinismo macroscópico [1].
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1.2. La Entroṕıa

El concepto de entroṕıa S fue introducido en 1865 por Clausius sin hacer referencia

alguna al aspecto microscópico. No se consideraba, al momento, la existencia de áto-

mos y moléculas. Es justamente la segunda ley de la termodinámica la que establece

una conexión estrecha entre los puntos de vista estad́ıstico y fenomenológico. La se-

gunda ley es la que formula el hecho bien conocido de que todos los sistemas f́ısicos

aislados convergen hacia un estado de equilibrio donde las cantidades de estado ya

no cambian más después de un cierto tiempo de relajación, y afirma que este proce-

so es irreversible. Un ejemplo de esto es el de un gas al que espontáneamente se le

permite ocupar un volumen más grande al que llenará homogéneamente después de

un cierto peŕıodo de tiempo. La concentración espontánea de todas las moléculas del

gas en un rincón del volumen nunca ha sido observada aunque esto no contradiga la

ley de conservación de la enerǵıa. La entroṕıa es la variable de estado que caracteriza

uńıvocamente esta tendencia. Los procesos que ocurren espontáneamente y conducen

a un estado de equilibrio están vinculados a un aumento en la entroṕıa. En el equi-

librio, la entroṕıa alcanza su máximo valor y no cambia más. Ludwig Boltzmann fue

el primero en mostrar, en su famoso teorema H que esta tendencia se puede fun-

damentar en una descripción estad́ıstica. Para un sistema en el cual el número de

microestados compatibles con su estado en W , la entroṕıa debe ser S ∼ lnW . Esta

es la relación fundamental entre la Termodinámica y la Mecánica Estad́ıstica. El es-

tado de equilibrio es el estado con mayor cantidad de posibilidades macroscópicas de

realizar ese estado [2].

Dado un sistema f́ısico, sea W el número de eventos compatibles con las propiedades

macroscópicas del sistema en estudio y pi la probabilidad de que el sistema esté en el

i−ésimo microestado, entonces la entroṕıa se define como:

SBG = −k
W∑
i=1

pi ln pi, (1.1)

donde el sub́ındice BG indica “Boltzmann-Gibbs” y k es una constante arbitraria.
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En termodinámica, la constante de Boltzmann (kB = 1.38x10−23J/K). La condición

de normalización viene dada por:

W∑
i=1

pi = 1, (1.2)

En la equiprobabilidad, p1 = p2 = . . . = 1
W

S = k lnW. (1.3)

La entroṕıa de Boltzmann-Gibbs trascendió su origen en mecánica estad́ıstica. Se

puede usar para describir cualquier sistema con estados {ϕi} con una distribución

de probabilidad {pi}. Medio siglo después de los trabajos de Gibbs y Boltzmann, la

expresión para la entroṕıa fue introducida por Shannon [3] en el ámbito de la teoŕıa

de la comunicación. Su objetivo fue intentar cuantificar la cantidad de información

contenida en un mensaje. Esto permite contar la cantidad de información faltante

cuando el conocimiento del sistema es probabiĺıstico y sólo se conoce la distribución

de probabilidades. Esta cantidad de información faltante se identifica con el grado

de desorden de un sistema preparado aleatoriamente. Cada mensaje m puede ser

transmitido desde un emisor a un receptor como un evento de probabilidad pm. Las

probabilidades dependen del lenguaje utilizado, es decir, del conjunto de mensajes

posibles. Por ejemplo, si en un páıs de habla hispana un señor inglés entra a un bar y

siempre llama al mozo y le pide beer, en su d́ıa de franco, ese mozo podŕıa decirle a su

reemplazante que si viene el inglés y pide beer le sirva cerveza [4]. El único mensaje es

beer, por lo que el reemplazante no necesita mucha información (ni saber inglés) para

reconocerlo. Si en caso contrario, el cliente pidiera siempre cosas distintas, el mozo

tendŕıa que enseñarle inglés a su reemplazante, es decir, debeŕıa darle la cantidad

de información necesaria para reconocer todas las cosas que se pueden pedir en ese

idioma.

La información puede percibirse como el grado de libertad para elegir los mensajes,

śımbolos, señales, configuraciones. En el ejemplo anterior, se observa que la informa-

ción de un mensaje depende del número de mensajes que se podŕıan haber recibido
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(del número de opciones diferentes, en el caso que el inglés las tuviera). Expresado de

otro modo, la información se necesita para elegir, para reconocer ese mensaje entre

todos los posibles. Vale aclarar que mensaje no se refiere sólo a un mensaje oral o

escrito, se aplica a cualquier cosa que pueda ser reconocida por su estructura como,

por ejemplo, la posición de las agujas del reloj, un gusto particular, una melod́ıa.

En este contexto, la expresión 1.1 puede considerarse como la información ganada en

promedio al recibir uno de los posibles mensajes.

1.3. Propiedades de la Entroṕıa Estad́ıstica

La expresión para la entroṕıa estad́ıstica dada por la ecuación 1.1, presenta propiedades

que permiten su tratamiento como una medida de incerteza o falta de información.

Sea W un número de eventos microscópicos con probabilidades asociadas pi, tal que∑W
i=1 pi = 1, entonces la entroṕıa S satisface las siguientes condiciones:

S es una función continua de {pi} con 0 < pi < 1; i = 1, . . . ,W . Para un número

fijo W de eventos equiprobables, la S alcanza un máximo igual a:

S(
1

W
, ...,

1

W
) = k logW (1.4)

En este caso se conoce poco sobre el sistema. La proximidad entre dos eventos pl

y pm determinan un aumento en la entroṕıa. Por otro lado, la entroṕıa alcanza

un mı́nimo igual a 0 cuando uno de los eventos es una incerteza

S(1, 0, ..., 0) = 0 (1.5)

.

Para W eventos equiprobables con pi =
1
W
, la S = k logW es monótonamente

creciente de W . Cuanto mayor sea el número de eventos, mayor será la falta de

información.
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Si un cierto evento tiene probabilidad 0, no influye en el cálculo de la entroṕıa:

S(p1, ..., pW , 0) = S(p1, ..., pW ) (1.6)

La entroṕıa es una función simétrica de sus w argumentos:

S(p1, ..., pi, pj, ..., pW ) = S(p1, ..., pj, pi, ..., pW ) (1.7)

Sean L y M dos subconjuntos con WL y WM configuraciones respectivamente

tal que

W = WL +WM (1.8)

y sean {p1, . . . , pWL
} y {p1, . . . , pWM} los conjuntos de probabilidades corres-

pondiente; definiendo

pL =
WL∑
i=1

pi (1.9)

y

pM =
WM∑

i=WL+1

pi (1.10)

Entonces se verifica que

S(p1, ..., pWL
, pWL+1, ..., pW ) = S(pL, pM)+pLS(

p1
pL

, ...,
pWL

pL
)+pMS(

pWL+1

pL
, ...,

pWM

pL
)

(1.11)

Esta ecuación expresa que la información adquirida en dos etapas debe sumarse.

El primer término cuantifica la incerteza de no saber si el evento será parte del

grupo L o del M . El segundo término determina que si el evento pertenece al

subconjunto L, se desconoce cuál es de los WL eventos posibles. La cantidad

S( p1
pL
, ...,

pWL

pL
) es la falta de información condicional, dado que ha ocurrido L, y

pL es la probabilidad para el subconjunto L. En forma equivalente, el tercer y

último término indica la falta de conocimiento de cuál es, de los WL+1, . . . ,W

eventos posibles, dado que el evento pertenece al subconjunto M . Tiene un peso

pM y S(
pWL+1

pL
, ...,

pWM

pL
) es la falta de información condicional. Esta propiedad

determina la misma ganancia de información recibiendo un mensaje de los W

posibles o realizando la observación en dos etapas.
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Sean M.N eventos equiprobables con 1 ≤ n ≤ M y 1 ≤ m ≤ N . Si ocurre

uno de los eventos (n,m) se gana la misma cantidad de información que si se

encuentran en forma sucesiva

SMN = SN + SM (1.12)

La entroṕıa es una función cóncava de las probabilidades. Sean p1, . . . , pW y

p′1, . . . , p
′
W leyes de probabilidades asociadas con los mismos eventos. Si λ es un

número tal que 0 < λ < 1, se puede construir una nueva ley de probabilidades

[p′′1 = λp1 + (1− λp′1)]; ...; [p
′′
W = λpW + (1− λp′W )] (1.13)

La concavidad se expresa por

S(p′′1, ..., p
′′
W ) > λS(p1, ..., pW ) + (1− λ)S(p′1, ..., p

′
W ) (1.14)

Da una medida cuantitativa del desorden y de su incremento. De esta propiedad

se deduce la irreversibilidad.

1.4. Axiomas de Shannon y Khinchin

Shannon y Khinchin, a mediados del siglo XX, desarrollaron sus propios argumen-

tos para la implementación de la expresión para la entroṕıa dada por la ecuación

1.1. Instituyeron, mediante dos teoremas, las condiciones necesarias para aceptar el

concepto de entroṕıa como una medida adecuada de información [5, 6].

Teorema de Shannon

1. S(p1, ..., pW ) es una función continua con respecto a todos sus argumentos;

2. S(p1 = p2 = ... = pW = 1
W
) es monótonamente creciente con W ;

3. S(A + B) = S(A) + S(B) si pA+B
ij = pAi .p

B
j , siendo A y B dos subsistemas

independientes con distribuciones de probabilidades pAi y pBj respectivamente;
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4. S(p1, ..., pW ) = S(pL, pM) + pL.S(
p1
pL
, ...,

pWL

pL
) + pM .S(

pWL+1

pL
, ..., pW

pL
) donde W =

WL +WM ; pL =
∑WL

i=1 pi; pM =
∑W

i=WL+1 pi (con pL + pM = 1);

si y sólo si S(p1, ..., pW ) está dada por la ecuación 1.1.

Teorema de Khinchin

1. S(p1, ..., pW ) es una función continua con respecto a todos sus argumentos;

2. S(p1 = p2 = ... = pW = 1
W
) es monótonamente creciente con W ;

3. S(p1, ..., pW , 0) = S(p1, ..., pW );

4. S(A+B) = S(A) + S(B/A) siendo S(B/A) la entroṕıa condicional;

si y sólo si S(p1, ..., pW ) está dada por la ecuación 1.1.

1.5. El Principio de Máxima Entroṕıa de Jaynes

Existen dos postulados equivalentes que pueden utilizarse para derivar una distribu-

ción de equilibrio en Mecánica Estad́ıstica [7]. En el primero, el equilibrio se co-

rresponde con un mı́nimo en la enerǵıa. El segundo, responde a un máximo en la

entroṕıa. El principio de máxima entroṕıa fue introducido por Jaynes en la década

del ’50. Mientras que la teoŕıa de la información otorga una cuantificación de la in-

certeza que se tiene ante un hecho probabiĺıstico, Jaynes propone cómo construir una

distribución de probabilidades lo más insesgada posible y compatible con la escasa

información con la que se cuenta. Establece que bajo el supuesto de equilibrio, la

expresión 1.1 para la entroṕıa, es única. Además, cualquier problema de equilibrio

se reduce a encontrar un conjunto de probabilidades pi tal que la entroṕıa sea máxi-

ma bajo un conjunto de restricciones que especifican las condiciones macroscópicas

provenientes de la teoŕıa o de los datos observados.
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El formalismo de máxima entroṕıa alcanza validez más allá de la mecánica estad́ıstica.

Se utiliza por ejemplo, en la estad́ıstica inferencial para optimizar la transferencia de

datos y en áreas como la qúımica y la bioloǵıa.

Sea Σ un sistema con i = 1, . . . ,W estados microscópicos, y A un observable con

valores Ai cuando el sistema se encuentra en el microestado i. La distribución de

probabilidades {pi} se desconoce y sólo se cuenta con el dato experimental correspon-

diente al valor medio de A

⟨A⟩ =
W∑
i=1

piAi (1.15)

Suponiendo conocidos los valores medios de varias cantidades A(r), la información

sobre Σ se limita a un conjunto de valores medios

⟨A(r)⟩ =
W∑
i=1

piA
(r)
i ; r = 1, ...,M (1.16)

Siendo generalmente M < W existen muchas distribuciones {pi} compatibles con la

información 1.16. Se debe optar por aquella que maximiza la entroṕıa estad́ıstica.

Se procede a extremizar la entroṕıa por el método de Lagrange bajo las condiciones

de restricción 1.16 y de normalización 1.2. Se introducen tantos multiplicadores de

Lagrange como cantidad de ligaduras, en esta situación (M + 1): λ0 (multiplicador

que garantiza la normalización) y λ1, . . . , λM (asociados a restricciones 1.16),

δ{pi}[−
W∑
i=1

pi ln pi − λ0{
W∑
i=1

pi − 1} −
M∑
r=1

λ(r){
W∑
i=1

piA
(r)
i } − ⟨A(r)⟩] (1.17)

Resolviendo anaĺıticamente

pi = e−(1−λ0)−
∑M

r=1
λ(r)A

(r)
i (1.18)

Reemplazando en la condición de normalización 1.2

λ0 + 1 = ln
W∑
i=1

e−
∑M

r=1λ(r)A
(r)
i = lnZ(λ1, ..., λM) (1.19)

Donde Z es la función de partición

Z(λ1, ..., λM) =
W∑
i=1

e−
∑M

r=1λ(r)A
(r)
i (1.20)
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La distribución de probabilidad queda

pi =
1

Z

W∑
i=1

e−
∑M

r=1
λ(r)A

(r)
i (1.21)

Reemplazando 1.18 y 1.19 en 1.16 se obtienen las M ecuaciones acopladas para la

determinación de los multiplicadores de Lagrange

∂ lnZ(λ1, ..., λM)

∂λr

= −⟨A(r)⟩ (1.22)

con r = 1, ...,M . Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene la distribución de

probabilidades que hace máxima la entroṕıa. La entroṕıa puede expresarse como

S = −
W∑
i=1

pi ln pi =
M∑
r=0

λ(r)⟨A(r)⟩ (1.23)

Por 1.19, λ0 y S se relacionan por una transformación de Legendre

1 + λ0 ≡ lnZ = S −
M∑
r=1

λ(r)⟨A(r)⟩ (1.24)

Estableciendo que si Z es función de los multiplicadores de Lagrange, S debe ser

función de los valores medios.

Con este análisis, Jaynes demostró que la mecánica estad́ıstica puede reformularse de

una manera más elegante utilizando el principio de Máxima Entroṕıa y haciendo a

un lado la idea de ensamble.

1.6. Mecánica Estad́ıstica no Extensiva y Entroṕıa

Generalizada

La mecánica estad́ıstica de Boltzmann-Gibbs es uno de los pilares de la f́ısica con-

temporánea. Como se ha dicho, establece el puente entre las leyes de la mecánica

microscópica y la termodinámica clásica. Esta conexión la hace a través de la en-

troṕıa (1.1). Sin embargo, la teoŕıa de Boltzmann-Gibbs no es universal. Tiene un

dominio de aplicabilidad delimitado. Fuera de ese dominio, sus predicciones pueden
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ser levemente, o aún fuertemente inadecuadas, lo cual no debe ser una sorpresa. La

teoŕıa aborda el estudio de un estado estacionario muy especial, el equilibrio térmico.

Este estado tiene propiedades destacadas y es de fundamental importancia. El funda-

mento profundo del estado de equilibrio térmico y de la hipótesis del caos molecular,

de Boltzman, del año 1871, yace en la dinámica no lineal, más espećıficamente en

el caos fuerte, y por lo tanto en la ergodicidad. Sin embargo, muchos importantes

fenómenos en sistemas naturales, artificiales, y aún sociales no se encuadran dentro

de esta hipótesis simplificante. Esto es particularmente frecuente, tanto en la F́ısica

como también en Bioloǵıa y Economı́a cuando los estados estacionarios de no equili-

brio son la regla. Entonces, a nivel microscópico el caos fuerte es reemplazado por su

versión débil, cuando la sensibilidad a las condiciones iniciales no crece exponencial-

mente con el tiempo sino más bien como una ley de potencia. La cuestión que surge

naturalmente es la siguiente: ¿es posible abordar algunos de estos importantes -aunque

anómalos en el sentido BG- sistemas con conceptos y métodos similares a los de la

mecánica estad́ıstica de Boltzmann-Gibbs? Actualmente existen muchos indicadores

tanto teóricos como experimentales u observacionales que apuntan hacia una respues-

ta afirmativa. La teoŕıa que aparece jugando ese rol es la Mecánica Estad́ıstica No

Extensiva y su desarrollo subsecuente. Este enfoque fue propuesto por primera vez

por Constantino Tsallis en 1988 [8] y está basado en la generalización de la entroṕıa

de Boltzmann-Gibss, mediante la expresión:

Sq ≡ k
1−∑W

i=1 p
q
i

q − 1
(1.25)

donde el ı́ndice q ∈ ℜ y S1 = SBG. La teoŕıa de Boltzmann-Gibbs queda contenida

como caso particular cuando q = 1.

ĺım
q→1

Sq = S1 = −k
W∑
i=1

pi ln(pi) (1.26)

Esta generalización, junto con la termoestad́ıstica aplicada, ha sido útil para abordar

escenarios de no equilibrio como el estudio de la radiación cósmica de fondo del univer-
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so [9,10], la intensidad del campo helio magnético distante [11,12], El Niño Southern

Oscillation [13], la Hydra viridissima [14], el electroencefalograma durante una cri-

sis epiléptica [15, 16], las finanzas [17], la turbulencia defectuosa [18], los sistemas

Hamiltonianos de largo rango [19], las redes asintóticamente libres de escala [20–26].

La entroṕıa generalizada introducida por Tsallis, viene dada por la expresión:

Sq = k
(1−∑W

i=1 p
q
i )

(q − 1)
(1.27)

donde W se corresponde con los microestados de un sistema y {pi} es la distribución

de probabilidades correspondiente, donde
∑W

i=1 pi = 1. k es una constante positiva (la

constante de Boltzmann) y q es un número real [6].

El comportamiento entrópico depende del valor que asume q:

Si q < 0 y pi = 0 para algún i = 1, ...,W , la entroṕıa diverge.

Si q > 0, se dice que la entroṕıa es expansible; esto es S(p1, ..., pw, 0) = S(p1, ..., pW )

para todo q > 0.

Si q → 1, la Sq → SBG como

ĺım
q→1

Sq = −k
W∑
i=1

pi ln pi = SBG (1.28)

La versión mecánico cuántica de la ecuación 1.27 es

Sq = k
(1− Trρq)

(q − 1)
(1.29)

donde ρ es el operador densidad.

La entroṕıa no extensiva, según Tsallis en [27]:

Verifica (∀q > 0) tres propiedades matemáticas que no necesariamente satisfacen

en forma trivial otras expresiones entrópicas. De [5] son:
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1. Concavidad: Sean {pi} y {p′
i} dos distribuciones de probabilidades para

un sistema dado (i = 1, ...,W ),se define la suma de ambas distribuciones

como:

p′′i ≡ µpi + (1− µ)p′i (1.30)

S({p′′i }) se dice cóncava si ∀µ, y ∀{pi} y {p′i}, S({p′′i }) ≥ µS({pi}) + (1−
µ)S({p′i})

2. Estabilidad: Una función S({pi}) es estable si y sólo si, para cualquier

ε > 0, ∃δε > 0 tal que independientemente de W

W∑
i=1

| pi − p′i |≤ δε ⇒| S({pi})− S{p′i}
Smax

|< ε (1.31)

Esto implica que

ĺım
ε→0

ĺım
W→0

|S({pi})− S{p′i}
Smax

| = ĺım
W→0

ĺım
ε→0

|S({pi})− S{p′i}
Smax

| = 0 (1.32)

Expresado de otro modo, ante variaciones arbitrariamente pequeñas de las

probabilidades, la variación de entroṕıa permanece pequeña.

3. Producción finita de entroṕıa por unidad de tiempo: Como explica Ferri [6],

ante la existencia de caos en el espacio de fases, si se efectúa un promedio

sobre la evolución de muchas condiciones iniciales distintas, la entroṕıa

tiene una producción finita, independientemente de si la ocupación del

espacio de fases es uniforme o no.

Alcanza una distribución estacionaria (la función q-exponencial es asintótica-

mente una ley de potencia), que es encontrada en sistemas naturales y artifi-

ciales.

Está completamente determinada una vez hallado su ı́ndice entrópico q.

De aqúı, la ecuación 1.27 es una expresión fuerte para la generalización a sistemas

que no cumplen con los requisitos usuales de ergodicidad.
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1.7. Axiomas Generalizados

Con el desarrollo de la mecánica estad́ıstica no extensiva surgen generalizaciones a

los teoremas de Shannon y Khinchin. Estas fueron realizadas por Santos y Abe en

1997 y 2000, respectivamente [6].

Teorema de Santos

1. S(p1, ..., pW ) es una función continua con respecto a todos sus argumentos,

2. S(p1 = p2 = ... = pW = 1/W ) es monótonamente creciente con W,

3. S(A+B)
k

= S(A)
k

+ S(B)
k

+ (1− q)Sq(A)
k

Sq(B)
k

si pA+B
ij = pAi p

B
j ,

4. S(p1, ..., pW ) = S(pL, pM) + pqLS(
p1
pL
, ...,

pWL

pL
) + pqMS(

pWL+1

pL
, ..., pW

pL
), donde W =

WL +WM ; pL =
∑WL

i=1 pi; pM =
∑W

i=WL+1 pi, (con pL + pM = 1),

si y sólo si S(p1, ..., pW ) está dada por la ecuación 1.27.

Teorema de Abe

1. S(p1, ..., pW ) es una función continua con respecto a todos sus argumentos,

2. S(p1 = p2 = ... = pW = 1/W ) es monótonamente creciente con W,

3. S(p1, ..., pW , 0) = S(p1, ..., pW ),

4. S(A+B)
k

= S(A)
k

+ S(B/A)
k

+ (1− q)Sq(A)
k

Sq(B/A)
k

siendo S(B/A) la entroṕıa condi-

cional,

si y sólo si S(p1, ..., pW ) está dada por la ecuación 1.27.

Estos teoremas permiten demostrar que la entroṕıa de Tsallis es la única que extiende

la estad́ıstica de Boltzmann-Gibbs para q ̸= 1, manteniendo las propiedades básicas.



Caṕıtulo 2

Índices entrópicos

2.1. Triplete de Índices Entrópicos q

La carencia de conocimiento sobre cómo la entroṕıa de Boltzmann Gibbs desciende

de la dinámica o de qué modo debe satisfacer las premisas restrictivas de la dinámica

microscópica, no impiden a Tsallis asegurar que se trata de la forma entrópica natural

[28]. Permite su aplicación a dinámicas no integrales y lo suficientemente caóticas

(exponentes de Lyapunov positivos). Sin embargo, existen situaciones en las que los

exponentes de Lyapunov se desvanecen o se hacen nulos. Aqúı adquiere su rol la

mecánica estad́ıstica no extensiva. La entroṕıa q es una entroṕıa f́ısica adecuada y

presenta un acercamiento con la termodinámica.

2.1.1. Índice Sensible a las Condiciones Iniciales, qsens

Se considera un sistema dinámico no lineal unidimensional, caracterizado por x(t).

La sensibilidad a las condiciones iniciales se define como

ξ ≡ ĺım
∆x(0)→0

∆x(t)

∆x(0)
(2.1)

donde ∆x(t) ≡ x(t)− x′(t) es la diferencia entre dos trayectorias inicialmente próxi-

mas.

16
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Diferenciando, queda
dξ

dt
= λ1ξ (2.2)

donde λ1 es el exponente de Lyapunov. Por lo tanto, su solución viene dada por

ξ(t) = eλ1t (2.3)

Fácilmente se observa que ln ξ ∝ t. Sin embargo, esto únicamente se alcanza si λ1 ̸= 0.

En caso contrario (donde existe mezcla) se generaliza la ecuación 2.2 a

dξ

dt
= λqsenξ

qsen (2.4)

donde sen proviene de sensibilidad.

Aśı la solución viene dada por

ξ(t) = eλqsen t
qsen (2.5)

por lo tanto lnqsen ξ ∝ t .

Y

exq ≡ [1 + (1− q)x]
1

(1−q) (2.6)

donde ex1 = ex y

lnq x ≡ x(1−q) − 1

(1− q)
(2.7)

donde lnq x = lnx.

exq ∈ ℜ, > 0, para q < 1, se desvanece ∀x tal que [1 + (1− q)x] ≤ 0.

De este modo, si λ1 = 0 se espera que qsen < 1 y λqsen > 0. Aqúı existe una mezcla

en todo el espacio. Si en cambio no hay mezcla qsen > 1 y λqsen < 0.

Estudios particulares, [29], [30], analizan el comportamiento del Mapa Loǵıstico,

donde qsen = 0, 2445... y λqsen = 1, 3232....

2.1.2. Índice de Relajación, qrel

De igual modo que en los casos anteriores, se define una cantidad Ω dada por

Ω(t) =
Θ(t)−Θ(∞)

Θ(0)Θ(∞)
(2.8)
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Siendo Θ un observable macroscópico relajándose a su valor de estado estacionario.

Se asocia una ecuación diferencial

dΩ

dt
= − 1

τ1
Ω (2.9)

con τ1 > 0 correspondiente al tiempo de relajación. Se halla la solución

Ω(t) = e
− t

τ1 (2.10)

Se espera que 1/τ1 ≈ λ1 si λ1 > 0. El ritmo de relajación viene establecido por el

espectro de exponentes de Lyapunov. Particularmente si λ1 se desvanece, τ1 diverge.

Por lo tanto se generaliza la expresión de Ω a

dΩ

dt
= − 1

τqrel
Ωqrel (2.11)

donde el sub́ındice rel significa relajación.

Esto da lugar a la solución

Ω(t) = e
− t

τqrel
qrel (2.12)

con τqrel > 0.

Este parámetro esencialmente caracteriza la velocidad a la cual la dinámica no lineal

hace que el sistema se aproxime a su estado estable estacionario, dando la clase de

condiciones iniciales entre las cuales el sistema ha sido iniciado. Más espećıficamente,

cuando λ1 = 0 se espera que hipótesis como la ergodicidad en todo el espacio, no se

cumpla. Se espera que el sistema posea una tendencia a vivir en una clase de atractor

o seudo atractor, como el caso de multifractales.

Retomando el ejemplo del Mapa Loǵıstico, al ĺımite del caos, el q de relajación toma

el valor de aproximadamente 2, 4 [31,32].

2.1.3. Índice Estacionario, qstat

Se considera un sistema Hamiltoniano cuyos elementos solo interactúan localmente.

Por ejemplo, un potencial atractivo entre dos cuerpos sin singularidad en el origen, y
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que decae asintóticamente con la distancia r como 1/rα con α/d > 1, donde d es la

dimensión espacial del sistema. El estado estacionario en el equilibrio térmico viene

dado por:

pi =
e−β1Ei

Z1

(2.13)

donde β1 = 1/(kT ), Z1 =
∑

j e
−β1Ei y {Ei} los eigenvalores del Hamiltoniano con

condiciones de ligaduras especificadas.

Diferenciando
d(pi)

dEi

= −β1(piZ1) (2.14)

Evidentemente, la condición de estado estacionario sigue una ley de potencia.

Generalizando para situaciones donde los elementos del sistema Hamiltoniano no

interactúan localmente, pero śı globalmente, la expresión 2.14 se vuelve:

d(piZqstat)

dEi

= −β1(piZqstat)
qstat (2.15)

donde stat indica estacionario.

La solución queda

pi = e−βqstatEi
qstat (2.16)

siendo βqstat = 1/(kTqstat); Zqstat =
∑

j e
−βqstatEj
qstat

donde se espera que qstat > 1.

2.2. Triplete de Índices q y Sistemas Dinámicos

Los ı́ndices q y sus posibles interacciones están representados en la Figura 2.1. Son

diferentes aspectos de un mismo fenómeno básico, que es cómo los sistemas prefieren

evolucionar y mezclarse en parte o en todo el espacio de fases, dado sus condiciones

iniciales.

Si el sistema es fuertemente caótico (Exponentes de Lyapunov positivos), que satisface

la hipótesis de caos molecular de Boltzman, entonces el sistema serámixing y ergódico.

En este caso, la mecánica estad́ıstica de BG describe apropiadamente al sistema.
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Figura 2.1: Relación entre los ı́ndices entrópicos q
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La expresión microscópica de la entroṕıa será, sin duda, SBG. Pero si el sistema es

sólo debilmente caótico (Exponentes de Lyapunov nulos), entonces la ocupación del

espacio de fases es más compleja (puede ser multifractal).

Mientras el sistema permanece en esta región la termoestad́ıstica puede describirse

adecuadamente con la mecánica estad́ıstica no extensiva. Y la expresión microscópica

para la entroṕıa puede ser Sq.

Durante el estado metaestable o quasiestacionario tendŕıamos

(qsens qrel qstat) = (1 1 1) (2.17)

y en tiempos posteriores (en muchos casos in tiempo infinito después) los ı́ndices

tienden a

qsens = qrel = qstat = 1 (2.18)

Hasta el momento del presente trabajo se ha reportado un único caso de cálculo

emṕırico de existencia de un triplete de ı́ndices q, con referencia a la intensidad del

campo helio magnético distante [11,12].

El viento solar es un sistema no lineal en no equilibrio. El sol inyecta materia, momen-

to, enerǵıa y campos magnéticos a la heliosfera en forma altamente variable. En la

órbita terrestre hay grandes fluctuaciones en la velocidad y el campo magnético. Estas

fluctuaciones aumentan con la distancia al Sol. Aproximadamente entre 40 y 90AU

(AU : unidades astronómicas; 1AU es igual al radio de la órbita terrestre), las fluctua-

ciones pueden relajarse lentamente y el viento solar puede volverse cuasi-estacionario.

Se seleccionaron promedios diarios del campo magnético obtenidos por el V oyager1

para los peŕıodos de 1989 y 2002. Mediante su análisis se establecieron los valores de

los ı́ndices q y sus respectivos errores

qstat = 1, 75± 0, 06; qsens = −0, 6± 0, 2; qrel = 3, 8± 0, 3 (2.19)

corroborando la hipótesis de que el campo magnético de la heliosfera distante tiende

a estar en un estado metaestable causi-estacionario.
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Existen otros trabajos que exponen el cálculo de uno de los ı́ndices q. Bernui et

al. en [9, 10], por ejemplo, interpretaron los mapas de temperatura de la radiación

cósmica de fondo. Aseguran que este estudio constituye uno de los conjuntos de

datos más precisos para corroborar hipótesis fundamentales de la cosmoloǵıa moderna.

Establecieron un valor de q = 1, 04± 0, 01 .

Petroni y Ausloos [13] en 2007 presentaron valores del ı́ndice q estacionario para las

variaciones diarias del ı́ndice ENSO (El Niño Southern Oscillation). Considerando

datos diarios entre 1999 y 2006 determinaron un modelo que se ajusta a la estad́ıstica

no extensiva de Tsallis. Encontraron que q converge aproximadamente al valor de

1, 01 para intervalos de tiempo de 36 (treinta y seis) d́ıas, empezando con q igual a

1, 23 para intervalos de 1 (un) d́ıa.

Estudios similares que se pueden mencionar son: la Hydra viridissima [14] con el

cálculo del qstat ∼= 1, 50± 0, 05 , el electroencefalograma durante una crisis epiléptica

[15], [16], las finanzas [17] con qstat ∼= 1, 38− 1, 43 , la turbulencia defectuosa [18] con

qstat ∼= 1, 50 , los sistemas hamiltonianos de largo rango [19] con qstat ∼= 1, 50± 0, 15.

En el siguiente caṕıtulo se desarrolla nuestro trabajo en el cual se calculan los ı́ndices q

para la Serie Temporal del ozono estratosférico. Hasta donde sabemos, es el segundo

caso, después del Campo Heliomagnético, que se reporta el cálculo del triplete de

ı́ndices q en una serie temporal de magnitudes f́ısicas naturales.



Caṕıtulo 3

Aplicación al estudio de la

dinámica de una serie temporal

3.1. El Ozono Estratosférico

La estratósfera es la capa de la atmósfera que se encuentra entre los 15 y los 50km.

Es una zona de alta temperatura debido a su altitud [33]. La acción de los rayos

ultravioletas (UV ) provenientes del sol generan la disociación de las moléculas de

Ox́ıgeno (O2) en dos átomos, dando lugar a la formación de Ozono (O3).

El ozono está en continua formación y destrucción como consecuencia misma de la

radiación ultravioleta (UV ), la que presenta una longitud de onda menor a los 290nm.

Formación del Ozono

O2 + radiacion(< 240nm) → O +O (3.1)

O +O2 → O3 (3.2)

Destrucción del Ozono

O3 + radiacion(< 320nm) → O +O2 (3.3)

23
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O +O3 → O2 +O2 (3.4)

Durante su formación (Figura 3.1), la molécula de ox́ıgeno absorbe enerǵıa de un

fotón UV de longitud de onda menor a los 240nm y forma dos átomos libres. Cada

uno de estos, al unirse con otra molécula de ox́ıgeno conforma una de ozono. En

forma inversa, si una molécula de ozono absorbe radiación por debajo de los 320nm

se genera un átomo libre y una molécula de ox́ıgeno. Los átomos libres reaccionan

entre śı formando nuevas moléculas de ox́ıgeno.

La concentración de ozono en la atmósfera (Figura 3.2), es muy pequeña; de unas

pocas moléculas por millón de moléculas de aire. Sin embargo, son de vital importan-

cia porque actúan como filtro impidiendo el paso de la radiación UV proveniente del

Sol. Según la longitud de onda, la radiación penetra en forma distinta. Existen tres

tipos de radiación:

UV-a (azul): alcanza la superficie pero no es peligrosa,

UV-b (verde): causa daños a los organismos vivos generando cáncer de piel,

quemaduras y daño ocular (por ejemplo cataratas). Sólo el 10% alcanza la

superficie de la Tierra,

UV-c (roja): es reflejada por el ozono a los 35km de altitud.

La radiación UV −b es la más perjudicial de las tres. Si la capa de ozono estratosférico

decrece, mayor radiación podŕıa alcanzar la superficie, y generar más daño.

Los valores de espesor de la capa de ozono se miden en unidades Dobson (UD); 100UD

equivalen a una capa de gas de 1mm de espesor a presión atmosférica.

En 1920, Dobson fue el primero en medir una variación en la cantidad de la columna

de ozono [33]. Observó la existencia de una variación diaria significativa superpuesta a

una variación estacional. Esta variación a corto plazo se repite anualmente recibiendo

el nombre de oscilación anual o estacional. Es análoga al ciclo de temperatura cercana

a la superficie. Aśı como ciertos d́ıas de invierno son más fŕıos que otros, o d́ıas de

verano son más calurosos que otros, las cantidades de ozono fluctúan en forma similar.
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Figura 3.1: Producción de Ozono
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Figura 3.2: Concentración de ozono en la atmósfera
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La variabilidad en el espesor de la capa de ozono está influenciada en forma no lineal

por la radiación solar y los cambios climáticos, de modo que nunca se alcanza el equi-

librio [34–36]. Fue el mismo Dobson quien estableció esta relación y determinó que la

cantidad de ozono está anticorrelacionada con la presión del aire. Cuando un sistema

de alta presión está sobre una cierta región, se observan bajas cantidades de ozono

y viceversa. Para explicarlo más detenidamente, se esperaŕıa que ocurra una menor

radiación en los polos terrestres y una mayor radiación en los trópicos. Las evidencias

muestran lo contrario. La cantidad de ozono no depende únicamente del balance en-

tre producción y pérdida, también depende de los vientos que transportan el ozono.

El viento es el principal responsable de la evolución estacional. La columna aumenta

desde los trópicos hacia regiones de mayor latitud en ambos hemisferios. Particular-

mente, la concentración se hace más grande en el hemisferio norte que en el sur. En

el Ártico, hay un aumento durante la primavera norte (Marzo-Abril), alcanzando la

máxima concentración mundial. Disminuye en el transcurso del verano norte y vuelve

a ascender en el invierno. Mientras, en la Antártida se alcanzan los valores mı́nimos

en el mundo en los meses de Septiembre y Octubre (primavera sur). Es aqúı donde

ocurre el fenómeno del agujero de ozono.

La forma y la amplitud de la distribución anual no es la misma año tras año. Es-

ta variación recibe el nombre de oscilación interanual. Frecuentemente, la variación

puede presentar alguna regularidad como una oscilación bianual. En otras situaciones

es irregular sin mantener ningún patrón. Se debe, por ejemplo, a erupciones volcánicas

o a variaciones en la dinámica estratosférica. Un caso puntual es la oscilación sur gene-

rada por el fenómeno de El Niño (ENSO), dada en peŕıodos entre 4 y 7 años. Grandes

variaciones en la temperatura de superficie del océano Paćıfico modifican los patrones

globales de circulación de las corrientes de aire afectando el transporte de ozono en

estas regiones [33].

La oscilación bianual se debe a vientos en la estratósfera tropical. En un rango entre

10mb y 100mb de altura se registran vientos de oeste a este que luego invierten su

sentido. Estos cambios modifican, consecuentemente, las corrientes de aire en zonas
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de mayor altitud. Al ser el transporte el componente principal en la variación de la

columna de ozono, su concentración se ve alterada.

Estas tres variaciones no son las únicas. Existe una tendencia a largo plazo que in-

cluye variaciones en escalas de tiempo mayores, del orden de las décadas. Mediciones

independientes realizadas en las últimas décadas, sobre la columna de ozono, dan

cuenta de una importante disminución en la concentración [33]. Una de las causas

a la cual se le atribuye la tendencia a largo plazo es el cambio qúımico debido a la

actividad humana.

3.2. Los Datos

Desde 1978, la capa de ozono es monitoreada diariamente por el programa Total Ozone

Metering Spectrometer de la NASA [37] y están disponibles largas series temporales

con los datos de una gran cantidad de puntos geográficos del planeta [33].

Particularmente, se seleccionaron para este trabajo, los datos satelitales correspon-

dientes a la ciudad de Buenos Aires (Argentina). Los valores diarios empleados com-

prenden los peŕıodos Noviembre de 1978 - Marzo de 1993 y Julio de 1996 - Diciembre

de 2005, por ser los valores disponibles. Debido a la existencia de datos faltantes, se

completa la serie asignando en cada hueco un número aleatorio generado con igual

media y varianza que los diez datos anteriores.

Teniendo en consideración los factores que influencian en el espesor de la capa de

ozono, se descompuso la serie original en:

Dato original = valor medio + tendencia a largo plazo + oscilación anual +

oscilación bianual + Zn

Inicialmente se realizó un ajuste lineal de los datos reales de la forma x1 = a+ bt. A

partir de los datos obtenidos se realizó la diferencia con los datos reales para eliminar

la tendencia secular. A continuación se procedió a un ajuste por cuadrados mı́nimos,

dos funciones periódicas con peŕıodos de oscilación anual y bianual.
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Figura 3.3: Serie Temporal Zn. Valores diarios de la Capa de ozono sobre la ciudad

de Buenos Aires.
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Aqúı b = 1 porque se ajustó por cuadrados mı́nimos con una función de peŕıodo 1

año y armónicos superiores.

A continuación, se restó los valores de esta función resultante a la serie original,

obteniendo una nueva serie Zn. Esta serie constituye el atractor del sistema y refleja

la dinámica no lineal debido a la variación diaria en la radiación solar y los cambios

climáticos.

En la Figura 3.3 se puede apreciar el resultado de este ajuste para la ciudad de Buenos

Aires.
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3.3. Resultados y Discusiones

3.3.1. Índice Estacionario, qstat

Las funciones de distribución de probabilidad (FDP) que describen estados esta-

cionarios o metaestables son proporcionales a funciones llamadas q-exponenciales

expq(−βµ). Si q → 1 y µ = y2, expq(−βµ) es una gaussiana. En general, para q ̸= 1,

la FDP es una q-Gaussiana [38]. Esta generalización de la distribución normal de

Gauss viene dada por:

Gq(β, x) =

√
β

Cq

e−βx2

q 1 < q < 3 (3.6)

donde β es un número entero positivo y Cq es la constante de normalización estable-

cida por

Cq =

√
πΓ( 3−q

2(q−1)
)

√
q − 1Γ( 1

q−1
)

(3.7)

Se obtuvo el ı́ndice q estacionario a partir de la función de distribución de probabil-

idades (FDP ) de las variaciones diarias en el espesor de la capa de ozono ∆Zn =

Zn+1 − Zn.

Para su realización, se dividió el rango de los ∆Zn en pequeñas celdas de ancho δz

centradas en zi. Se contó la frecuencia con que los valores de ∆Z caen dentro en

cada celda. Se seleccionó δz = 5UD. Se encontró, aśı, la FDP de estado estacionario

mediante el histograma obtenido. Esta distribución representa el conjunto de proba-

bilidades {p(zi)}Ni=1 donde cada pi es la probabilidad de que ∆Z caiga en la i-ésima

celda centrada en zi y N es el número de celdas.

Para determinar q, graficamos lnq[p(zi)] en función de z2i . Asignamos a q el valor de

1,01 y luego lo fuimos incrementando en intervalos de 0,01. Para cada q calculamos

el coeficiente de correlación lineal. De este modo, se seleccionó el valor de q con

mejor coeficiente de correlación (Figura 3.4). Obtuvimos qstat = 1, 32 ± 0, 06 con un

coeficiente de correlación lineal r2 = 0, 9383.

A continuación, se evaluó Gq(β, x) en zi para distintos valores de β y se selec-
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Figura 3.4: Correlación lineal entre lnq[p(zi)] y z2i , donde qstat = 1, 32 ± 0, 06 y el

coeficiente de correlación es r2 = 0, 9383.
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Figura 3.5: Ćırculos, p(Zi)versus zi; ĺınea sólida, q-Gaussiana que ajusta p(zi); ĺınea

punteada, el mejor ajuste de una Gaussiana.

cionó aquel para el cual se minimiza la expresión

∑
[G1,32(β, zi)− p(zi)

2] (3.8)

El valor mı́nimo es β = 0, 00356UD−2. Este análisis se puede apreciar de modo gráfico

en la Figura 3.5. Los ćırculos en color rojo representan la probabilidad p(Zi) en función

de los zi. La ĺınea sólida, en color negro es la función q-Gaussiana que ajusta p(zi);

mientras que la ĺınea punteada en azul se corresponde con el mejor ajuste de una

Gaussiana.

3.3.2. Índice Sensible a las Condiciones Iniciales, qsens

A partir del espectro multifractal del atractor Zn del sistema dinámico no lineal, se

puede determinar el valor para el ı́ndice q sensible a las condiciones iniciales. Este
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Figura 3.6: Espectro Multifractal de la FDP de p(Z) con αmin = 0, 938 ± 0, 001 y

αmax = 1, 046± 0, 001.

espectro f(α) es la dimensión fractal de un conjunto de celdas del espacio que contiene

al atractor, con exponente de escala local α [39]. Los extremos de este espectro dados

por el mı́nimo y el máximo del exponente son aquellos en los que f(α) = 0, y están

enteramente relacionados con el q sensible por [28], [40]:

1

1− qsens
=

1

αmin

− 1

αmax

(3.9)

Se determinaron los valores de αmin y αmax ajustando a los puntos del gráfico un

polinomio de grado cuatro, obtuvimos αmin = 0, 938±0, 001 y αmax = 1, 046±0, 001.

Mediante la ecuación 3.9, se calculó el q sensible a las condiciones iniciales y se obtuvo

qsens = −8, 1± 0, 2. El espectro multifractal puede observarse en la Figura 3.6.
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Figura 3.7: lnq del coeficiente de auto-correlación C(τ) versus el tiempo de relajación

τ en d́ıas.
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3.3.3. Índice de Relajación, qrel

Se determinó el valor del ı́ndice q de relajación a partir del coeficiente de auto-

correlación dependiente de la escala del tiempo:

C(τ) =

∑
n Zn+rZn∑

n Z2
n

(3.10)

para un estado estacionario lo que se espera es que el decaimiento siga una luz de

potencia de tipo lnqrel [C(τ)].

El valor de qrel fue determinado buscando el mejor coeficiente de correlación entre

lnqrel [C(τ)] versus τ . Se determinó aśı el valor de qrel = 1, 89 ± 0, 02. Gráficamente,

se puede observar en la Figura 3.7.



Conclusiones

A lo largo de esta tesis hemos hecho una revisión de los conceptos fundamentales de

la Mecánica Estad́ıstica y de la Mecánica Estad́ıstica no extensiva, y hemos trabajado

con datos aportados por la NASA de la serie temporal del espesor de la capa de ozono

sobre la ciudad de Buenos Aires. Con estos datos hemos estimado el triplete de ı́ndices

de no extensividad de Tsallis. Los valores encontrados para los tres ı́ndices son: qsens =

1,32± 0,6, qrel = −8,1± 0,2, y qstat = 1,89± 0,02, claramente distintos de la unidad,

indicando que estamos en presencia de un sistema en un estado estacionario, fuera del

equilibrio, cuya f́ısica resulta propiamente descripta por la q-Mecánica Estad́ıstica.
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