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Resumen

La Mecanica Estadistica de Boltzmann Gibbs (BG) trata con sistemas en equilibrio.
Se basa en la hipdtesis de sensitividad exponencial a condiciones iniciales, “mixing”
y ergodicidad en el espacio de fases de Gibbs. Muchos sistemas dinamicos, en esta-
dos estacionarios o en equilibrio metaestable fallan en cumplir con algunas de estas
hipotesis, y la Mecédnica Estadistica no es aplicable a ellos. En 1989, Constantino
Tsallis propone una generalizacion de la Entropia de BG para tratar estos sistemas
cuya caracteristica es la no extensividad. En 2004 introduce un conjunto de indices ¢
que caracterizan a los sistemas no extensivos. Dan cuenta de la sensitividad a condi-
ciones iniciales, la relajaciéon de cantidades macroscopicas hacia sus valores en los
estados estacionarios y la distribucion de la energia en el espacio de fases. Estos tres
indices convergen a la unidad en el caso de sistemas en equilibrio. El apartamiento
de la unidad de los indices ¢ son una medida de la no extensividad del sistema.

En este trabajo estudiamos la serie temporal con los valores diarios del espesor de la
capa de ozono estratosférico, sistema estacionario, pero no en equilibrio, y evaluamos
los tres indices ¢. Hasta el momento de nuestro trabajo solamente ha sido reportado
un caso de evaluacion de estos indices en sistemas naturales. El nuestro fue el segundo,
hasta donde sabemos.

Esta tesina estd organizada como sigue: En el primer capitulo hacemos una revision
de los conceptos fundamentales de la Mecanica Estadistica BG y de la generalizacion
propuesta por Tsallis. En el segundo capitulo explicamos el significado de cada indice

q. En el tercer capitulo detallamos el célculo de los tres indices que caracterizan al
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sistema del ozono estratosférico.

Los principales resultados de este trabajo han sido publicados en:

G.L. Ferri, M.F. Reynoso Savio, Angel Plastino, “Tsallis’'q-triplet and the ozone
layer”, Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, 389 (2010), pp. 1829-
1833. Elsevier Science, B. V., Amsterdam. ISSN 0378-4371.
(doi:10.1016/j.physa.2009.12.020).
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Capitulo 1

Mecanica Estadistica y teoria de la

informacion

1.1. Mecanica Estadistica

La mecéanica estadistica tiene por objeto explicar el comportamiento macroscopico de
los sistemas fisicos usando las leyes de la fisica microscépica subyacentes, aun cuando
los estados microscopicos tales como la posicién y la velocidad de cada una de las
particulas que lo componen sea desconocida.

Los fenémenos microscépicos estan muy lejos de nuestra experiencia cotidiana, puesto
que los sistemas que observamos a nuestra escala contienen un niimero enorme de
particulas. Las propiedades colectivas de un sistema no tienen nada en comun con
las propiedades individuales de sus constituyentes. Si bien tedéricamente es posible
derivar las propiedades macroscépicas a partir de las propiedades individuales de cada
particula, esto se enfrenta a dificultades completamente insuperables. Por ejemplo, un
centimetro cubico de grafito puede ser considerado como una molécula que contiene
10?2 4tomos de carbono ligados entre ellos. Aunque, en principio, sus propiedades
puedan ser descriptas por la ecuacion de Schrodinger de sus ntcleos, sus electrones y la

interacciones Coulombianas entre ellos, es imposible concebir la posibilidad de resolver
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esa ecuacion con tal nimero de variables. Es de destacar también que la mayoria
de las propiedades de los solidos, los liquidos, los gases, toda la Quimica, y hasta la
Biologia, virtualmente estan contenidas en la simple ecuacion de Shrodinger de nticleos
y electrones y de sus interacciones Coulombianas. La diversidad del mundo que nos
rodea es un indicador de la inutilidad, siquiera de pensar en la posibilidad de extender
a las sustancias macroscépicas los métodos de la mecanica cuantica, atin cuando ésta
ha sido extraordinariamente exitosa en el estudio de los &tomos y pequenas moléculas.
El puente entre las dos escalas lo tiende la Fisica Estadistica. Esencialmente teérica,
esta en contacto directo con otras ciencias, tedricas o experimentales que tratan con
distintos materiales y diversas clases de propiedades: fisica de sélidos, de liquidos, de
plasmas, materia condensada, sustancias amorfas, electromagnetismo en la materia,
mecanica de medios continuos, termodinamica o fisicoquimica.

La Mecanica Estadistica trata con sistemas con muchos grados de libertad, tales como
moléculas de gas en un recipiente o spines en una red. Un microestado del sistema es
el estado detallado de todos sus componentes. Por ejemplo, las N coordenadas y N
momentos de las particulas en un gas. El espacio de los posibles microestados en el
espacio de fases. Para un gas monoatémico, el espacio de fases es 6 N —dimensional.
Un microestado del sistema completo corresponde a un inico punto en ese espacio. La
Mecanica Estadistica supone la existencia de esos estados aunque sea completamente
imposible conocer sus valores. La tinica informacion que tenemos sobre ellos, proviene
de cantidades macroscépicas, que son propiedades globales, como la energia total, la
temperatura, el volumen, la presion o la magnetizacién. Debido a nuestra ignorancia
sobre los microestados es que debemos tratarlos en términos estadisticos. Pero el
conocimiento de cantidades macroscépicas junto con las leyes fisicas que siguen los
microestados restringen la cantidad de microestados posibles. Una vez que se han
fijado las variables macroscépicas, queda sélo un subconjunto de microestados que
son compatibles con ellas, los estados accesibles.

El primero de los postulados fundamentales de la Mecanica Estadistica es que, en

equilibrio, un sistema aislado tiene igual prioridad a priori de estar en cualquiera de
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sus estados accesibles. Para sistemas que no son cerrados, por ejemplo, porque estan
en contacto térmico con otro sistema, o su nimero de particulas no es constante, el
conjunto de estados accesibles serd distinto, y sus probabilidades deben ser calculadas.
El segundo de los postulados fundamentales es el de ergodicidad. Esto significa que
los promedios temporales se corresponden con promedios en ensembles, conjuntos de
sistemas idénticos. Esto significa que uno puede hacer un promedio temporal siguiendo
el movimiento determinista de todas las variables microscépicas de todas las particulas
que componen el sistema. Por otro lado, en un instante dado de tiempo se puede
tomar un promedio sobre todos los estados accesibles pesados por su probabilidad de
ocurrencia. La hipodtesis ergddica dice que estos dos promedios son lo mismo.

Partir de los componentes microscépicos para explicar propiedades macroscopicas
hace que sea necesario el uso de ideas probabilisticas, atin cuando las leyes que gobier-
nan el mundo microscépico sean conocidas exactamente y cuando la teoria microscopi-
ca sea determinista. En consecuencia, las predicciones de la mecanica estadistica son
probabilisticas por naturaleza e involucran promedios. No obstante, como los sistemas
bajo estudio son muy grandes, la “ley de grandes ntmeros”, tal como se prueba en
teoria de probabilidades, conduce a predicciones precisas, cuyo cumplimiento es casi
una certeza, y en esta circunstancia el sistema considerado es a todos los efectos,
completamente determinista. Por ejemplo, en un fluido de N particulas que estan
aleatoriamente distribuidas en un volumen grande €2, el nimero n de moléculas en
un volumen v es una variable aleatoria. Su valor esperado es v/N/Q y su fluctuacién
estadistica relativa es 1/ m . Para 1 mm? de gas, esta cantidad es igual a 0.6 x 1072,
por lo tanto, podemos considerar n/v como una cantidad exactamente determinada,
e igual a la densidad N/ ya que la fluctuacién estadistica es despreciable compara-
da al error experimental. Esta clase de argumentos es la que posibilita reconciliar la

naturaleza estadistica de la fisica microscépica con el determinismo macroscépico [1].
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1.2. La Entropia

El concepto de entropia S fue introducido en 1865 por Clausius sin hacer referencia
alguna al aspecto microscopico. No se consideraba, al momento, la existencia de ato-
mos y moléculas. Es justamente la segunda ley de la termodinamica la que establece
una conexion estrecha entre los puntos de vista estadistico y fenomenolégico. La se-
gunda ley es la que formula el hecho bien conocido de que todos los sistemas fisicos
aislados convergen hacia un estado de equilibrio donde las cantidades de estado ya
no cambian mas después de un cierto tiempo de relajacion, y afirma que este proce-
so es irreversible. Un ejemplo de esto es el de un gas al que espontaneamente se le
permite ocupar un volumen mas grande al que llenara homogéneamente después de
un cierto periodo de tiempo. La concentracién espontanea de todas las moléculas del
gas en un rincéon del volumen nunca ha sido observada aunque esto no contradiga la
ley de conservacién de la energia. La entropia es la variable de estado que caracteriza
univocamente esta tendencia. Los procesos que ocurren espontaneamente y conducen
a un estado de equilibrio estan vinculados a un aumento en la entropia. En el equi-
librio, la entropia alcanza su maximo valor y no cambia mas. Ludwig Boltzmann fue
el primero en mostrar, en su famoso teorema H que esta tendencia se puede fun-
damentar en una descripcion estadistica. Para un sistema en el cual el niimero de
microestados compatibles con su estado en W, la entropia debe ser S ~ InW. Esta
es la relacion fundamental entre la Termodindamica y la Mecanica Estadistica. El es-
tado de equilibrio es el estado con mayor cantidad de posibilidades macroscépicas de
realizar ese estado [2].

Dado un sistema fisico, sea W el nimero de eventos compatibles con las propiedades
macroscépicas del sistema en estudio y p; la probabilidad de que el sistema esté en el

1—ésimo microestado, entonces la entropia se define como:

W
Spe = —kY_ pi/np;, (1.1)

i=1

donde el subindice BG indica “Boltzmann-Gibbs” y k es una constante arbitraria.
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En termodindmica, la constante de Boltzmann (kg = 1.38x10723J/K). La condicién

de normalizacién viene dada por:

w
=1

En la equiprobabilidad, p; =p, = ... = %

S =knW. (1.3)

La entropia de Boltzmann-Gibbs trascendié su origen en mecanica estadistica. Se
puede usar para describir cualquier sistema con estados {¢;} con una distribucién
de probabilidad {p;}. Medio siglo después de los trabajos de Gibbs y Boltzmann, la
expresion para la entropia fue introducida por Shannon [3] en el &mbito de la teoria
de la comunicacion. Su objetivo fue intentar cuantificar la cantidad de informacién
contenida en un mensaje. Esto permite contar la cantidad de informacién faltante
cuando el conocimiento del sistema es probabilistico y sélo se conoce la distribuciéon
de probabilidades. Esta cantidad de informacién faltante se identifica con el grado
de desorden de un sistema preparado aleatoriamente. Cada mensaje m puede ser
transmitido desde un emisor a un receptor como un evento de probabilidad p,,. Las
probabilidades dependen del lenguaje utilizado, es decir, del conjunto de mensajes
posibles. Por ejemplo, si en un pais de habla hispana un sefior inglés entra a un bar y
siempre llama al mozo y le pide beer, en su dia de franco, ese mozo podria decirle a su
reemplazante que si viene el inglés y pide beer le sirva cerveza [4]. El inico mensaje es
beer, por lo que el reemplazante no necesita mucha informacion (ni saber inglés) para
reconocerlo. Si en caso contrario, el cliente pidiera siempre cosas distintas, el mozo
tendria que ensenarle inglés a su reemplazante, es decir, deberia darle la cantidad
de informacién necesaria para reconocer todas las cosas que se pueden pedir en ese
idioma.

La informacion puede percibirse como el grado de libertad para elegir los mensajes,
simbolos, senales, configuraciones. En el ejemplo anterior, se observa que la informa-

ciéon de un mensaje depende del niimero de mensajes que se podrian haber recibido
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(del ntiimero de opciones diferentes, en el caso que el inglés las tuviera). Expresado de
otro modo, la informacién se necesita para elegir, para reconocer ese mensaje entre
todos los posibles. Vale aclarar que mensaje no se refiere sélo a un mensaje oral o
escrito, se aplica a cualquier cosa que pueda ser reconocida por su estructura como,
por ejemplo, la posicién de las agujas del reloj, un gusto particular, una melodia.

En este contexto, la expresion 1.1 puede considerarse como la informaciéon ganada en

promedio al recibir uno de los posibles mensajes.

1.3. Propiedades de la Entropia Estadistica

La expresion para la entropia estadistica dada por la ecuacién 1.1, presenta propiedades
que permiten su tratamiento como una medida de incerteza o falta de informacién.
Sea W un numero de eventos microscépicos con probabilidades asociadas p;, tal que

W pi = 1, entonces la entropia S satisface las siguientes condiciones:

» S es una funcién continua de {p;} con 0 < p; < 1;i = 1,...,W. Para un nimero

fijo W de eventos equiprobables, la S alcanza un maximo igual a:

1 1

S(is o 77)

= klog W (1.4)

En este caso se conoce poco sobre el sistema. La proximidad entre dos eventos p;
y pm determinan un aumento en la entropia. Por otro lado, la entropia alcanza

un minimo igual a 0 cuando uno de los eventos es una incerteza

5(1,0,...,0) =0 (1.5)

= Para W eventos equiprobables con p; = %, la S = klogW es monétonamente
creciente de W. Cuanto mayor sea el nimero de eventos, mayor sera la falta de

informacion.
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= Si un cierto evento tiene probabilidad 0, no influye en el calculo de la entropia:
S(plaapW70) :S(plvva) (16)

= La entropia es una funcién simétrica de sus w argumentos:
S(pla -y Diy Dy apW) = S(pb -0y Pjs Di 7pW) (17)

= Sean L y M dos subconjuntos con Wy y Wj, configuraciones respectivamente
tal que
W =W, + Wy (18)

y sean {p1,...,pw,} ¥ {p1,...,pWa} los conjuntos de probabilidades corres-

pondiente; definiendo

Wi,
pL =Y pi (1.9)
i=1
y
Wy
PM= Y D (1.10)
i=Wr+1
Entonces se verifica que
P p p p
S(pb ces PWy o, PWr+1, 7pW) - S(pLapM)—i_pLS(il? cey ﬂ)—i_pMS( LS PREEE) WM)

pbL pbL pL
(1.11)

Esta ecuaciéon expresa que la informacion adquirida en dos etapas debe sumarse.
El primer término cuantifica la incerteza de no saber si el evento sera parte del
grupo L o del M. El segundo término determina que si el evento pertenece al

subconjunto L, se desconoce cudl es de los W eventos posibles. La cantidad

(ﬂ pwp

R pT) es la falta de informacién condicional, dado que ha ocurrido L, y

pr, es la probabilidad para el subconjunto L. En forma equivalente, el tercer y
ultimo término indica la falta de conocimiento de cuél es, de los W, +1,... W

eventos posibles, dado que el evento pertenece al subconjunto M. Tiene un peso

(PWL+1 w)

oo i) es la falta de informacién condicional. Esta propiedad

pmy S
determina la misma ganancia de informacion recibiendo un mensaje de los W

posibles o realizando la observacién en dos etapas.
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= Sean M.N eventos equiprobables con 1 < n < M y 1 < m < N. Si ocurre
uno de los eventos (n,m) se gana la misma cantidad de informacion que si se

encuentran en forma sucesiva

= La entropia es una funciéon céncava de las probabilidades. Sean py,...,pw v
Py, ..., Py leyes de probabilidades asociadas con los mismos eventos. Si A es un

nuamero tal que 0 < A < 1, se puede construir una nueva ley de probabilidades
[P = Ap1 + (1= Ap))]; -3 [Py = Apw + (1 = Apyy)] (1.13)
La concavidad se expresa por
Sy, o) > AS(p1, s pw) + (1 = N)S(pY, -, ) (1.14)

Da una medida cuantitativa del desorden y de su incremento. De esta propiedad

se deduce la irreversibilidad.

1.4. Axiomas de Shannon y Khinchin

Shannon y Khinchin, a mediados del siglo XX, desarrollaron sus propios argumen-
tos para la implementacién de la expresion para la entropia dada por la ecuacién
1.1. Instituyeron, mediante dos teoremas, las condiciones necesarias para aceptar el

concepto de entropia como una medida adecuada de informacién [5,6].
Teorema de Shannon
1. S(p1,...,pw) es una funcién continua con respecto a todos sus argumentos;

2. S(pr=p2=...=pw = %) es mondtonamente creciente con W,

3. S(A+ B) = S(A) + S(B) si pj™® = pf'.p?, siendo A y B dos subsistemas

ij

independientes con distribuciones de probabilidades p* y pf respectivamente;
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4. S(p1, - pw) = S(pL, pm) + pr.S(2 LY 4 ppp S(BYEEL Br) donde W =

P’ L pr

W+ Wars pr = Sk pis Pvr = Stbyw, 41 i (con pr, + par = 1);

si y sblo si S(p1, ..., pw) estd dada por la ecuacién 1.1.

Teorema de Khinchin

1. S(p1,...,pw) es una funcién continua con respecto a todos sus argumentos;

2. S(pr=p2=..=pw = %) es monotonamente creciente con W;

3. S(p1, - pw, 0) = S(p1, oy P );

4. S(A+ B) = S(A) + S(B/A) siendo S(B/A) la entropia condicional;

si y sblo si S(py, ..., pw) estd dada por la ecuacién 1.1.

1.5. El Principio de Maxima Entropia de Jaynes

Existen dos postulados equivalentes que pueden utilizarse para derivar una distribu-
cién de equilibrio en Mecanica Estadistica [7]. En el primero, el equilibrio se co-
rresponde con un minimo en la energia. El segundo, responde a un méximo en la
entropia. El principio de maxima entropia fue introducido por Jaynes en la década
del ’50. Mientras que la teoria de la informacién otorga una cuantificacién de la in-
certeza que se tiene ante un hecho probabilistico, Jaynes propone cémo construir una
distribucion de probabilidades lo mas insesgada posible y compatible con la escasa
informacion con la que se cuenta. Establece que bajo el supuesto de equilibrio, la
expresion 1.1 para la entropia, es tnica. Ademas, cualquier problema de equilibrio
se reduce a encontrar un conjunto de probabilidades p; tal que la entropia sea maxi-
ma bajo un conjunto de restricciones que especifican las condiciones macroscopicas

provenientes de la teoria o de los datos observados.
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El formalismo de maxima entropia alcanza validez mas alla de la mecanica estadistica.
Se utiliza por ejemplo, en la estadistica inferencial para optimizar la transferencia de
datos y en areas como la quimica y la biologia.

Sea ¥ un sistema con ¢ = 1,..., W estados microscopicos, y A un observable con
valores A; cuando el sistema se encuentra en el microestado ¢. La distribucion de
probabilidades {p;} se desconoce y sélo se cuenta con el dato experimental correspon-

diente al valor medio de A W

(A) = pid; (1.15)

i=1
Suponiendo conocidos los valores medios de varias cantidades A", la informacién

sobre X se limita a un conjunto de valores medios
W
(AT =3 pAr =1, M (1.16)
i=1

Siendo generalmente M < W existen muchas distribuciones {p;} compatibles con la
informacion 1.16. Se debe optar por aquella que maximiza la entropia estadistica.

Se procede a extremizar la entropia por el método de Lagrange bajo las condiciones
de restricciéon 1.16 y de normalizacion 1.2. Se introducen tantos multiplicadores de

Lagrange como cantidad de ligaduras, en esta situacion (M + 1): Ay (multiplicador

que garantiza la normalizacién) y Ay, ..., Ay (asociados a restricciones 1.16),
W W M W .
5{p¢}[_ sz' Inp; — )\O{Zpi —1} - Z A(r){zpiAi P - <A(r)>] (1.17)
i=1 i=1 r=1 i=1

Resolviendo analiticamente

R DY (1.18)
Reemplazando en la condicién de normalizacion 1.2

w M
Mo+1=I> e LAY = Z(Ay, .., Ay) (1.19)

=1

Donde Z es la funcién de particion

w M
Z(A, e dg) = S e Zrmad g AV (1.20)
=1
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La distribucién de probabilidad queda
W
D = ;Zeril )‘(T)AET) (121)
i=1

Reemplazando 1.18 y 1.19 en 1.16 se obtienen las M ecuaciones acopladas para la
determinacion de los multiplicadores de Lagrange

81112()\1, ceey )\M)

e = —(AM) (1.22)

con r = 1,..., M. Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene la distribucién de

probabilidades que hace maxima la entropia. La entropia puede expresarse como
W M
S = —Zpi Inp;, = Z)\(T)<A(T)> (1.23)
i=1 r=0
Por 1.19, Ay y S se relacionan por una transformacién de Legendre
M
l+X=Z =8~ A\y(A") (1.24)
r=1

Estableciendo que si Z es funcién de los multiplicadores de Lagrange, S debe ser
funcién de los valores medios.

Con este analisis, Jaynes demostré que la mecanica estadistica puede reformularse de
una manera mas elegante utilizando el principio de Méxima Entropia y haciendo a

un lado la idea de ensamble.

1.6. Mecanica Estadistica no Extensiva y Entropia
Generalizada

La mecanica estadistica de Boltzmann-Gibbs es uno de los pilares de la fisica con-
temporanea. Como se ha dicho, establece el puente entre las leyes de la mecanica
microscopica y la termodindmica clasica. Esta conexiéon la hace a través de la en-
tropfa (1.1). Sin embargo, la teorfa de Boltzmann-Gibbs no es universal. Tiene un

dominio de aplicabilidad delimitado. Fuera de ese dominio, sus predicciones pueden
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ser levemente, o ain fuertemente inadecuadas, lo cual no debe ser una sorpresa. La
teoria aborda el estudio de un estado estacionario muy especial, el equilibrio térmico.
Este estado tiene propiedades destacadas y es de fundamental importancia. El funda-
mento profundo del estado de equilibrio térmico y de la hipétesis del caos molecular,
de Boltzman, del ano 1871, yace en la dinamica no lineal, mas especificamente en
el caos fuerte, y por lo tanto en la ergodicidad. Sin embargo, muchos importantes
fenémenos en sistemas naturales, artificiales, y aun sociales no se encuadran dentro
de esta hipétesis simplificante. Esto es particularmente frecuente, tanto en la Fisica
como también en Biologia y Economia cuando los estados estacionarios de no equili-
brio son la regla. Entonces, a nivel microscépico el caos fuerte es reemplazado por su
version débil, cuando la sensibilidad a las condiciones iniciales no crece exponencial-
mente con el tiempo sino més bien como una ley de potencia. La cuestion que surge
naturalmente es la siguiente: ses posible abordar algunos de estos importantes -aunque
anomalos en el sentido BG- sistemas con conceptos y métodos similares a los de la
mecdnica estadistica de Boltzmann-Gibbs? Actualmente existen muchos indicadores
tanto tedricos como experimentales u observacionales que apuntan hacia una respues-
ta afirmativa. La teoria que aparece jugando ese rol es la Mecanica Estadistica No
Extensiva y su desarrollo subsecuente. Este enfoque fue propuesto por primera vez
por Constantino Tsallis en 1988 [8] y estd basado en la generalizacién de la entropia

de Boltzmann-Gibss, mediante la expresion:

1 - z’VL pi
qg—1
donde el indice ¢ € R y S; = Spg. La teoria de Boltzmann-Gibbs queda contenida

S, =k (1.25)

como caso particular cuando ¢ = 1.

4%
}]f_fg Sqg =051 = _kzpi In(p;) (1.26)

i=1
Esta generalizacién, junto con la termoestadistica aplicada, ha sido 1til para abordar

escenarios de no equilibrio como el estudio de la radiacién césmica de fondo del univer-



Cap. 1 - “Mecanica estadistica y teoria de la informacion” 13

so [9,10], la intensidad del campo helio magnético distante [11,12], El Nifio Southern
Oscillation [13], la Hydra viridissima [14], el electroencefalograma durante una cri-
sis epiléptica [15, 16], las finanzas [17], la turbulencia defectuosa [18], los sistemas
Hamiltonianos de largo rango [19], las redes asintéticamente libres de escala [20-26].
La entropia generalizada introducida por Tsallis, viene dada por la expresion:

(1 - Zz‘VL pzq)
S, =k —=="
! (¢—1)

donde W se corresponde con los microestados de un sistema y {p;} es la distribucién

(1.27)

de probabilidades correspondiente, donde Ziw:/1 pi = 1. k es una constante positiva (la
constante de Boltzmann) y ¢ es un ntimero real [6].

El comportamiento entrépico depende del valor que asume g:
s Sig<0yp; =0paraalgini=1,...,W, la entropia diverge.

= Sig > 0,sedice que la entropia es expansible; esto es S(py, ..., Pw, 0) = S(p1, ..., Pw)
para todo g > 0.

» Sig—1,1aS;, = Spe como

w
(lll,_rﬁ Sq =—k Zpl lnpi = SBG (128)

i—1
La versién mecédnico cudntica de la ecuacion 1.27 es

(1 —Trp?)

S =h (¢—1)

(1.29)

donde p es el operador densidad.

La entropia no extensiva, segun Tsallis en [27]:

» Verifica (Vg > 0) tres propiedades mateméticas que no necesariamente satisfacen

en forma trivial otras expresiones entrdpicas. De [5] son:
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1. Concavidad: Sean {p;} v {p;} dos distribuciones de probabilidades para
un sistema dado (i = 1,...,W),se define la suma de ambas distribuciones
como:

pi = ppi+ (1= p)p; (1.30)
S({pi'}) se dice concava si Vp, y Y{pi} y {pi}, SUpi}) 2 nS{pi}) + (1 -
1)S{pi})
2. Estabilidad: Una funcién S({p;}) es estable si y sélo si, para cualquier
e > 0, dde > 0 tal que independientemente de W

S(pd) = Sl |

1.31
Smaa: ( 3 )

w
S pi—pi|< e =
=1

Esto implica que

lim lim \S<{p1}) - S{p;}’ = lim lim |S({p@}) - S{pé}| =0 (1.32)

e—0 W—0 Sonaz W—0e—0 Sonaz

Expresado de otro modo, ante variaciones arbitrariamente pequenas de las

probabilidades, la variacion de entropia permanece pequena.

3. Produccién finita de entropia por unidad de tiempo: Como explica Ferri [6],
ante la existencia de caos en el espacio de fases, si se efectiia un promedio
sobre la evolucién de muchas condiciones iniciales distintas, la entropia
tiene una produccion finita, independientemente de si la ocupacién del

espacio de fases es uniforme o no.

» Alcanza una distribucién estacionaria (la funcién g-exponencial es asintética-
mente una ley de potencia), que es encontrada en sistemas naturales y artifi-

ciales.

» Estd completamente determinada una vez hallado su indice entrépico q.

De aqui, la ecuacién 1.27 es una expresion fuerte para la generalizacién a sistemas

que no cumplen con los requisitos usuales de ergodicidad.
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1.7. Axiomas Generalizados

Con el desarrollo de la mecéanica estadistica no extensiva surgen generalizaciones a
los teoremas de Shannon y Khinchin. Estas fueron realizadas por Santos y Abe en

1997 y 2000, respectivamente [6].
Teorema de Santos

1. S(p1,...,pw) es una funcién continua con respecto a todos sus argumentos,

2. S(p1 =p2 = ... = pw = 1/W) es monétonamente creciente con W,
3 S(A’:—B) _ S(kA) i S(kB) +(1-g) Sql(gA) SqliB) i pggrB _ pflpf,

4. S(pr, s pw) = S(pr,pa) + PES(E:, o, B0E) + pfS(FE, L B, donde W =
WL+ Wars pr = 0% pis par = Soityy, 41 Pir (con pp + py = 1),

si y sélo si S(p1, ..., pw) estd dada por la ecuacién 1.27.
Teorema de Abe

1. S(p1,...,pw) es una funcién continua con respecto a todos sus argumentos,

2. S(p1 =p2 = ... = pw = 1/W) es monétonamente creciente con W,

3. S(ph upW70) = S(pl) "‘7pW)7

4. S(A,:FB) = S(kA) + S(E;;/A) +(1—1q) Sqé‘”% siendo S(B/A) la entropia condi-

cional,

si y sélo si S(p1, ..., pw) estd dada por la ecuacién 1.27.
Estos teoremas permiten demostrar que la entropia de Tsallis es la inica que extiende

la estadistica de Boltzmann-Gibbs para ¢ # 1, manteniendo las propiedades bésicas.



Capitulo 2

Indices entropicos

2.1. Triplete de Indices Entroépicos ¢

La carencia de conocimiento sobre cémo la entropia de Boltzmann Gibbs desciende
de la dindamica o de qué modo debe satisfacer las premisas restrictivas de la dinamica
microscopica, no impiden a Tsallis asegurar que se trata de la forma entrépica natural
[28]. Permite su aplicacién a dindmicas no integrales y lo suficientemente caéticas
(exponentes de Lyapunov positivos). Sin embargo, existen situaciones en las que los
exponentes de Lyapunov se desvanecen o se hacen nulos. Aqui adquiere su rol la
mecanica estadistica no extensiva. La entropia ¢ es una entropia fisica adecuada y

presenta un acercamiento con la termodinamica.

2.1.1. Indice Sensible a las Condiciones Iniciales, ggeps

Se considera un sistema dindmico no lineal unidimensional, caracterizado por x(t).

La sensibilidad a las condiciones iniciales se define como

A
$= M A0 (21)

donde Ax(t) = x(t) — 2'(t) es la diferencia entre dos trayectorias inicialmente proxi-

mas.

16



Cap. 2 - “Indices entropicos” 17

Diferenciando, queda

d& B
Y (2.2)

donde \; es el exponente de Lyapunov. Por lo tanto, su solucién viene dada por
E(t) =M (2.3)

Facilmente se observa que In € o t. Sin embargo, esto inicamente se alcanza si \; # 0.

En caso contrario (donde existe mezcla) se generaliza la ecuacién 2.2 a

dg
E - A(Isengqsen (24)
donde sen proviene de sensibilidad.
Asi la soluciéon viene dada por
§(t) = g’ (2.5)
por lo tanto Ing,,, § o<t .
Y
e, =1+ (1 - q)x}ﬂ%@ (2.6)
donde e] =€e” y
:E(l__Q) — 1
Inje=——— 2.7
(=g 2D

donde Ingz = Inx.
eg € R, >0, para ¢ < 1, se desvanece Vx tal que [1 + (1 — ¢)z] < 0.

De este modo, si \; = 0 se espera que Qg < 1y A > 0. Aqui existe una mezcla

Qdsen

en todo el espacio. Si en cambio no hay mezcla gsep, > 1y A, < 0.

dsen

Estudios particulares, [29], [30], analizan el comportamiento del Mapa Logistico,

donde gsen = 0,2445... y A\, = 1,3232....

gsen

2.1.2. Indice de Relajacién, g

De igual modo que en los casos anteriores, se define una cantidad 2 dada por

() — 6(c0)

Q(t) = 0(0)6(c0) (2.8)
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Siendo © un observable macroscopico relajandose a su valor de estado estacionario.

Se asocia una ecuacién diferencial

ds2 1
=20 2.9
dt 1 ( )

con 71 > 0 correspondiente al tiempo de relajacion. Se halla la solucién

ot
Qt)=e (2.10)
Se espera que 1/71 &= A si Ay > 0. El ritmo de relajacién viene establecido por el
espectro de exponentes de Lyapunov. Particularmente si A\; se desvanece, 7, diverge.

Por lo tanto se generaliza la expresion de {2 a

@ — _LQQT@Z (211)
dt TQrel

donde el subindice rel significa relajacion.

Esto da lugar a la solucién
t

Q(t) = g, it (2.12)

el

con 74, > 0.

Este parametro esencialmente caracteriza la velocidad a la cual la dinamica no lineal
hace que el sistema se aproxime a su estado estable estacionario, dando la clase de
condiciones iniciales entre las cuales el sistema ha sido iniciado. Mas especificamente,
cuando A\; = 0 se espera que hipdtesis como la ergodicidad en todo el espacio, no se
cumpla. Se espera que el sistema posea una tendencia a vivir en una clase de atractor
o seudo atractor, como el caso de multifractales.

Retomando el ejemplo del Mapa Logistico, al limite del caos, el ¢ de relajacién toma

el valor de aproximadamente 2,4 [31,32].

2.1.3. Indice Estacionario, ¢

Se considera un sistema Hamiltoniano cuyos elementos solo interactian localmente.

Por ejemplo, un potencial atractivo entre dos cuerpos sin singularidad en el origen, y
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que decae asintéticamente con la distancia r como 1/r* con «/d > 1, donde d es la
dimension espacial del sistema. El estado estacionario en el equilibrio térmico viene

dado por:
e PrE:

A
donde 8 = 1/(kT),Z; = ¥ ;e 7 ¥ y {E;} los eigenvalores del Hamiltoniano con

pi = (2.13)

condiciones de ligaduras especificadas.

Diferenciando
d (Pz)
dE;

Evidentemente, la condicién de estado estacionario sigue una ley de potencia.

= —B1(piZ1) (2.14)

Generalizando para situaciones donde los elementos del sistema Hamiltoniano no
interactian localmente, pero si globalmente, la expresion 2.14 se vuelve:

d(pZ ZQSta,t )

dE = _/81 (piZq.stat>qStat (215)

donde stat indica estacionario.
La solucion queda

p’i — eiBLIStatEi (216)

qstat

) By, E
Slendo /qutat - 1/<kT‘Istat>; Z(Istat = Z] 6‘]st5t8tat !

donde se espera que gqr > 1.

2.2. Triplete de Indices q y Sistemas Dinamicos

Los indices g y sus posibles interacciones estan representados en la Figura 2.1. Son
diferentes aspectos de un mismo fenémeno bésico, que es cémo los sistemas prefieren
evolucionar y mezclarse en parte o en todo el espacio de fases, dado sus condiciones
iniciales.

Si el sistema es fuertemente caético (Exponentes de Lyapunov positivos), que satisface
la hipotesis de caos molecular de Boltzman, entonces el sistema sera mizing y ergodico.

En este caso, la mecanica estadistica de BG describe apropiadamente al sistema.



Cap. 2 - “Indices entropicos” 20

SENSIBILIDAD

q Sens

RELAJACION ESTADO ESTACIONARIO

q rel q stat

Figura 2.1: Relacién entre los indices entrépicos g
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La expresion microscopica de la entropia sera, sin duda, Spg. Pero si el sistema es
s6lo debilmente cadtico (Exponentes de Lyapunov nulos), entonces la ocupacién del
espacio de fases es mas compleja (puede ser multifractal).

Mientras el sistema permanece en esta region la termoestadistica puede describirse
adecuadamente con la mecanica estadistica no extensiva. Y la expresién microscépica
para la entropia puede ser S,,.

Durante el estado metaestable o quasiestacionario tendriamos

(QSens Qrel QStat) = (1 1 1) (217)

y en tiempos posteriores (en muchos casos in tiempo infinito después) los indices

tienden a

Gsens = Qrel = {stat = 1 (218)

Hasta el momento del presente trabajo se ha reportado un tnico caso de célculo
empirico de existencia de un triplete de indices g, con referencia a la intensidad del
campo helio magnético distante [11,12].

El viento solar es un sistema no lineal en no equilibrio. El sol inyecta materia, momen-
to, energia y campos magnéticos a la heliosfera en forma altamente variable. En la
6rbita terrestre hay grandes fluctuaciones en la velocidad y el campo magnético. Estas
fluctuaciones aumentan con la distancia al Sol. Aproximadamente entre 40 y 90AU
(AU: unidades astronémicas; 1AU es igual al radio de la érbita terrestre), las fluctua-
ciones pueden relajarse lentamente y el viento solar puede volverse cuasi-estacionario.
Se seleccionaron promedios diarios del campo magnético obtenidos por el Voyagerl
para los periodos de 1989 y 2002. Mediante su andlisis se establecieron los valores de

los indices g y sus respectivos errores
Qstat = 1, 75 & 0,06; Gsens = —0,6+0,2; ¢ =3,8£0,3 (219)

corroborando la hipétesis de que el campo magnético de la heliosfera distante tiende

a estar en un estado metaestable causi-estacionario.
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Existen otros trabajos que exponen el cdlculo de uno de los indices ¢. Bernui et
al. en [9,10], por ejemplo, interpretaron los mapas de temperatura de la radiacién
césmica de fondo. Aseguran que este estudio constituye uno de los conjuntos de
datos mas precisos para corroborar hipétesis fundamentales de la cosmologia moderna.
Establecieron un valor de ¢ = 1,04 £ 0,01 .

Petroni y Ausloos [13] en 2007 presentaron valores del indice g estacionario para las
variaciones diarias del indice ENSO (El Nino Southern Oscillation). Considerando
datos diarios entre 1999 y 2006 determinaron un modelo que se ajusta a la estadistica
no extensiva de Tsallis. Encontraron que ¢ converge aproximadamente al valor de
1,01 para intervalos de tiempo de 36 (treinta y seis) dias, empezando con ¢ igual a
1,23 para intervalos de 1 (un) dia.

Estudios similares que se pueden mencionar son: la Hydra viridissima [14] con el
calculo del ggqt = 1,50 £ 0,05 , el electroencefalograma durante una crisis epiléptica
[15], [16], las finanzas [17] con gstqr = 1,38 — 1,43 , la turbulencia defectuosa [18] con
Istar = 1,50 | los sistemas hamiltonianos de largo rango [19] con ggq = 1,50 £ 0, 15.
En el siguiente capitulo se desarrolla nuestro trabajo en el cual se calculan los indices ¢
para la Serie Temporal del ozono estratosférico. Hasta donde sabemos, es el segundo
caso, después del Campo Heliomagnético, que se reporta el calculo del triplete de

indices ¢ en una serie temporal de magnitudes fisicas naturales.



Capitulo 3

Aplicacion al estudio de la

dinamica de una serie temporal

3.1. El Ozono Estratosférico

La estratosfera es la capa de la atmdsfera que se encuentra entre los 15 y los 50km.
Es una zona de alta temperatura debido a su altitud [33]. La accién de los rayos
ultravioletas (UV') provenientes del sol generan la disociacién de las moléculas de
Oxigeno (Oq) en dos atomos, dando lugar a la formacién de Ozono (O3).

El ozono esta en continua formacion y destruccién como consecuencia misma de la

radiacion ultravioleta (UV'), la que presenta una longitud de onda menor a los 290nm.

Formacién del Ozono

Oy + radiacion(< 240nm) — O + O (3.1)

O + 0y — Os (3.2)

Destruccion del Ozono

Os + radiacion(< 320nm) — O + Oy (3.3)

23
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O+ 03 — Oy + O, (3'4)

Durante su formacién (Figura 3.1), la molécula de oxigeno absorbe energia de un
fotén UV de longitud de onda menor a los 240nm y forma dos atomos libres. Cada
uno de estos, al unirse con otra molécula de oxigeno conforma una de ozono. En
forma inversa, si una molécula de ozono absorbe radiacién por debajo de los 320nm
se genera un atomo libre y una molécula de oxigeno. Los atomos libres reaccionan
entre si formando nuevas moléculas de oxigeno.

La concentracién de ozono en la atmésfera (Figura 3.2), es muy pequena; de unas
pocas moléculas por millon de moléculas de aire. Sin embargo, son de vital importan-
cia porque actiian como filtro impidiendo el paso de la radiacion UV proveniente del
Sol. Segtun la longitud de onda, la radiacion penetra en forma distinta. Existen tres

tipos de radiacion:
» UV-a (azul): alcanza la superficie pero no es peligrosa,

» UV-b (verde): causa danos a los organismos vivos generando céncer de piel,
quemaduras y dano ocular (por ejemplo cataratas). Sélo el 10% alcanza la

superficie de la Tierra,
» UV-c (roja): es reflejada por el ozono a los 35km de altitud.

La radiacién UV —b es la més perjudicial de las tres. Si la capa de ozono estratosférico
decrece, mayor radiacién podria alcanzar la superficie, y generar mas dano.

Los valores de espesor de la capa de ozono se miden en unidades Dobson (UD); 100UD
equivalen a una capa de gas de 1mm de espesor a presion atmosférica.

En 1920, Dobson fue el primero en medir una variacién en la cantidad de la columna
de ozono [33]. Observé la existencia de una variacién diaria significativa superpuesta a
una variacion estacional. Esta variacion a corto plazo se repite anualmente recibiendo
el nombre de oscilacion anual o estacional. Es andloga al ciclo de temperatura cercana
a la superficie. Asi como ciertos dias de invierno son mas frios que otros, o dias de

verano son mas calurosos que otros, las cantidades de ozono fluctiian en forma similar.
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Figura 3.1: Producciéon de Ozono
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Figura 3.2: Concentraciéon de ozono en la atmésfera
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La variabilidad en el espesor de la capa de ozono esta influenciada en forma no lineal
por la radiacion solar y los cambios climaticos, de modo que nunca se alcanza el equi-
librio [34-36]. Fue el mismo Dobson quien estableci6 esta relacién y determiné que la
cantidad de ozono esté anticorrelacionada con la presién del aire. Cuando un sistema
de alta presién estd sobre una cierta regién, se observan bajas cantidades de ozono
y viceversa. Para explicarlo méas detenidamente, se esperaria que ocurra una menor
radiacion en los polos terrestres y una mayor radiacién en los trépicos. Las evidencias
muestran lo contrario. La cantidad de ozono no depende tinicamente del balance en-
tre produccion y pérdida, también depende de los vientos que transportan el ozono.
El viento es el principal responsable de la evolucion estacional. La columna aumenta
desde los trépicos hacia regiones de mayor latitud en ambos hemisferios. Particular-
mente, la concentracién se hace mas grande en el hemisferio norte que en el sur. En
el Artico, hay un aumento durante la primavera norte (Marzo-Abril), alcanzando la
maxima concentracién mundial. Disminuye en el transcurso del verano norte y vuelve
a ascender en el invierno. Mientras, en la Antartida se alcanzan los valores minimos
en el mundo en los meses de Septiembre y Octubre (primavera sur). Es aqui donde
ocurre el fenomeno del agujero de ozono.

La forma y la amplitud de la distribucién anual no es la misma ano tras ano. Es-
ta variacion recibe el nombre de oscilacion interanual. Frecuentemente, la variacion
puede presentar alguna regularidad como una oscilacién bianual. En otras situaciones
es irregular sin mantener ningtn patrén. Se debe, por ejemplo, a erupciones volcénicas
o a variaciones en la dindmica estratosférica. Un caso puntual es la oscilacién sur gene-
rada por el fenémeno de El Ninio (ENSO), dada en periodos entre 4 y 7 afios. Grandes
variaciones en la temperatura de superficie del océano Pacifico modifican los patrones
globales de circulacién de las corrientes de aire afectando el transporte de ozono en
estas regiones [33].

La oscilacion bianual se debe a vientos en la estratésfera tropical. En un rango entre
10mb y 100mb de altura se registran vientos de oeste a este que luego invierten su

sentido. Estos cambios modifican, consecuentemente, las corrientes de aire en zonas
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de mayor altitud. Al ser el transporte el componente principal en la variacion de la
columna de ozono, su concentracién se ve alterada.

Estas tres variaciones no son las tnicas. Existe una tendencia a largo plazo que in-
cluye variaciones en escalas de tiempo mayores, del orden de las décadas. Mediciones
independientes realizadas en las ultimas décadas, sobre la columna de ozono, dan
cuenta de una importante disminucién en la concentraciéon [33]. Una de las causas
a la cual se le atribuye la tendencia a largo plazo es el cambio quimico debido a la

actividad humana.

3.2. Los Datos

Desde 1978, la capa de ozono es monitoreada diariamente por el programa Total Ozone
Metering Spectrometer de la NASA [37] y estan disponibles largas series temporales
con los datos de una gran cantidad de puntos geograficos del planeta [33].
Particularmente, se seleccionaron para este trabajo, los datos satelitales correspon-
dientes a la ciudad de Buenos Aires (Argentina). Los valores diarios empleados com-
prenden los periodos Noviembre de 1978 - Marzo de 1993 vy Julio de 1996 - Diciembre
de 2005, por ser los valores disponibles. Debido a la existencia de datos faltantes, se
completa la serie asignando en cada hueco un ntimero aleatorio generado con igual
media y varianza que los diez datos anteriores.
Teniendo en consideracion los factores que influencian en el espesor de la capa de
ozono, se descompuso la serie original en:

Dato original = valor medio + tendencia a largo plazo + oscilacion anual +
oscilacion bianual + Z,,
Inicialmente se realizé un ajuste lineal de los datos reales de la forma 1 = a + bt. A
partir de los datos obtenidos se realizé la diferencia con los datos reales para eliminar
la tendencia secular. A continuacion se procedié a un ajuste por cuadrados minimos,

dos funciones peridédicas con periodos de oscilaciéon anual y bianual.
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Figura 3.3: Serie Temporal Z,,. Valores diarios de la Capa de ozono sobre la ciudad

de Buenos Aires.

27t 2mt 47t 47t

xr = ay sin( ; ) + ascos(——) + agsin(——) + a4 cos(—) +
(

b b b

67t 8t 8t
+ ag cos(l) + az sin(%) + ag cos(%) (3.5)

bt
b b

+ a5 sin
Aqui b = 1 porque se ajusté por cuadrados minimos con una funcién de periodo 1
ano y armonicos superiores.
A continuacion, se resté los valores de esta funcién resultante a la serie original,
obteniendo una nueva serie Z,,. Esta serie constituye el atractor del sistema y refleja
la dinamica no lineal debido a la variacién diaria en la radiacién solar y los cambios
climéaticos.
En la Figura 3.3 se puede apreciar el resultado de este ajuste para la ciudad de Buenos

Aires.
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3.3. Resultados y Discusiones

3.3.1. Indice Estacionario, ¢

Las funciones de distribucién de probabilidad (FDP) que describen estados esta-
cionarios o metaestables son proporcionales a funciones llamadas g-exponenciales
expy(—Pu). Siq— 1y p=1y? exp,(—pLu) es una gaussiana. En general, para ¢ # 1,
la FDP es una ¢-Gaussiana [38]. Esta generalizacién de la distribucién normal de
Gauss viene dada por:

VB _

Go(B.2) = e b < q<3 (3.6)
q

donde § es un numero entero positivo y C, es la constante de normalizacién estable-

cida por

o _ VG (37)
TVa-10( ) '

Se obtuvo el indice ¢ estacionario a partir de la funcién de distribucion de probabil-
idades (F'DP) de las variaciones diarias en el espesor de la capa de ozono AZ, =
Lini1 — L.
Para su realizacion, se dividié el rango de los AZ,, en pequenas celdas de ancho 6z
centradas en z;. Se contd la frecuencia con que los valores de AZ caen dentro en
cada celda. Se seleccioné 0z = bU D. Se encontro, asi, la FDP de estado estacionario
mediante el histograma obtenido. Esta distribucion representa el conjunto de proba-
bilidades {p(z;)}¥, donde cada p; es la probabilidad de que AZ caiga en la i-ésima
celda centrada en z; y N es el nimero de celdas.
Para determinar ¢, graficamos In,[p(z;)] en funcién de z7. Asignamos a ¢ el valor de
1,01 y luego lo fuimos incrementando en intervalos de 0,01. Para cada ¢ calculamos
el coeficiente de correlaciéon lineal. De este modo, se seleccioné el valor de ¢ con
mejor coeficiente de correlacion (Figura 3.4). Obtuvimos ggser = 1,32 £ 0,06 con un
coeficiente de correlacién lineal r? = 0, 9383.

A continuacién, se evalué G4(f,z) en z; para distintos valores de S y se selec-
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Figura 3.4: Correlacién lineal entre Ing[p(z;)] y 27, donde gs0r = 1,32 40,06 y el

coeficiente de correlacién es 72 = 0, 9383.
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Figura 3.5: Circulos, p(Z;)versus z; linea sélida, ¢g-Gaussiana que ajusta p(z;); linea

punteada, el mejor ajuste de una Gaussiana.

ciond aquel para el cual se minimiza la expresion

Y [Grs2(8, 2) — p(2)7] (3.8)

El valor minimo es 8 = 0, 003560 D~2. Este andlisis se puede apreciar de modo grafico
en la Figura 3.5. Los circulos en color rojo representan la probabilidad p(Z;) en funcién
de los z;. La linea sélida, en color negro es la funcién g-Gaussiana que ajusta p(z;);
mientras que la linea punteada en azul se corresponde con el mejor ajuste de una

Gaussiana.

3.3.2. Indice Sensible a las Condiciones Iniciales, ¢

A partir del espectro multifractal del atractor Z, del sistema dinamico no lineal, se

puede determinar el valor para el indice g sensible a las condiciones iniciales. Este
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Figura 3.6: Espectro Multifractal de la FDP de p(Z) con a,;,, = 0,938 £ 0,001 y
Qmas = 1,046 = 0, 001.

espectro f(«) es la dimensién fractal de un conjunto de celdas del espacio que contiene
al atractor, con exponente de escala local a [39]. Los extremos de este espectro dados
por el minimo y el maximo del exponente son aquellos en los que f(a) = 0, y estédn

enteramente relacionados con el ¢ sensible por [28], [40]:

R S (39)

1- Gsens Amin Xmax

Se determinaron los valores de Qnin ¥ Qmae @justando a los puntos del grafico un
polinomio de grado cuatro, obtuvimos a,;, = 0,938 +0,001 ¥ a4 = 1,046 £0,001.
Mediante la ecuacion 3.9, se calcul6 el g sensible a las condiciones iniciales y se obtuvo

Gsens = —8,1 £ 0, 2. El espectro multifractal puede observarse en la Figura 3.6.
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Figura 3.7: In, del coeficiente de auto-correlacién C(7) versus el tiempo de relajacién

7 en dias.
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3.3.3. Indice de Relajacién, g,

Se determind el valor del indice ¢ de relajacion a partir del coeficiente de auto-

correlacion dependiente de la escala del tiempo:

. Zn Zn—H‘Zn
N

para un estado estacionario lo que se espera es que el decaimiento siga una luz de

C(7) (3.10)

potencia de tipo In, ,[C(7)].
El valor de ¢, fue determinado buscando el mejor coeficiente de correlacion entre
In, ,[C(7)] versus 7. Se determiné asi el valor de ¢, = 1,89 &+ 0,02. Gréficamente,

se puede observar en la Figura 3.7.



Conclusiones

A lo largo de esta tesis hemos hecho una revisién de los conceptos fundamentales de
la Mecanica Estadistica y de la Mecanica Estadistica no extensiva, y hemos trabajado
con datos aportados por la NASA de la serie temporal del espesor de la capa de ozono
sobre la ciudad de Buenos Aires. Con estos datos hemos estimado el triplete de indices
de no extensividad de Tsallis. Los valores encontrados para los tres indices son: ¢sens =
1,324+ 0,6, gres = —8,1 £0,2, ¥ ¢star = 1,89 £ 0,02, claramente distintos de la unidad,
indicando que estamos en presencia de un sistema en un estado estacionario, fuera del

equilibrio, cuya fisica resulta propiamente descripta por la g-Mecanica Estadistica.
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