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Resumen

Las medidas de complejidad estadistica han sido aplicadas exitosamente en distintas ramas de
la ciencia. En particular, han sido de utilidad para estudiar los regimenes cadticos de sistemas
no lineales de tiempo discreto. El objetivo de este trabajo es utilizar una medida de complejidad
estadistica basada en la medida de informacion de Shannon, conjuntamente con la medida de
informacion de Fisher, para hacer un analisis de las distintas dindmicas correspondientes a sis-
temas no lineales de tiempo continuo. Se busca, a través de estas herramientas, procedentes de la
teoria de informacién y la mecéanica estadistica, distinguir entre dindmicas periédicas de diversos
periodos y dinamicas cadticas. Para eso se estudian tres transiciones al caos: la transiciéon a través
de un escenario de doblamientos de periodo, y las intermitencias tipo I y II.

Ademas, se lleva cabo la comparaciéon entre la complejidad estadistica basada en entropia de
Shannon y un grupo de medidas de la complejidad construidos a partir de la entropia de Tsallis,
para lo que se calculan simultdneamente estas medidas en el caso de la transiciéon por doblamien-
tos de periodo.

También se busca confrontar dos métodos distintos para la construccion de distribuciones de
probabilidad a partir de series temporales de un sistema de tiempo continuo: un método basado
en la construccion de histogramas y el método desarrollado por C. Bandt y B. Pompe. Esta com-
paraciéon se logra calculando la distribucién de probabilidad por ambos métodos y aplicandoles
la complejidad estadistica basada en entropia de Shannon.

El trabajo estd conformado del siguiente modo: en el capitulo 1 se hace una revision de los
conceptos basicos de dinamica no lineal y caos. El capitulo 2 se encuentra abocado a realizar un
breve resumen de la teoria de informacion, centrdandonos en el formalismo de méxima entropia de
Jaines. En el capitulo 3 se describen las variantes de medidas de complejidad de interés, su forma
funcional y algunas propiedades de los funcionales con los cuales se construyen. Por tltimo, en el
capitulo 4 se presentan los resultados del anélisis de sistemas con distintas transiciones al caos.
Se enlistan luego las conclusiones obtenidas.
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Algunos de los resultados consignados en el capitulo 4 de esta tesina han sido enviados a los Anales
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continuo" (V.M. San Martin y G.L. Ferri). El mismo ha sido aprobado para su publicacion.
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Capitulo 1

Sistemas no lineales y dinamica cadética

El presente capitulo tiene como objetivo describir los conceptos fundamentales asociados a la
dindmica de sistemas no lineales continuos: posibles soluciones, estabilidad, cambios cualitativos,
etc. En particular, se hace foco en el comportamiento cadtico de los sistemas, asi como las
distintas transiciones hacia esta dinamica. Las nociones que aqui se presentan, asi como las que
pueden encontrarse en los apéndices del A al F, son el resultado del estudio de los textos de
Nayfeh y Balachandran [1], Ott [2], y Alligood, Sauer y York [3].

Un sistema dindamico es aquel que evoluciona con el tiempo. La evolucién es gobernada por un
conjunto de reglas (no necesariamente ecuaciones) que especifican el estado del sistema para cada
valor discreto o continuo de ¢t. Una evolucién a tiempo discreto es usualmente descrita por un
sistema de ecuaciones algebraicas (comunmente llamado mapa), mientras que una evoluciéon a
tiempo continuo suele ser descrita por un sistema de ecuaciones diferenciales. El comportamiento
de un sistema dinadmico cuando ¢t — oo es llamado estado estacionario. El comportamiento del
sistema antes de alcanzar el estado estacionario se conoce como régimen transitorio.

Una solucion de un sistema dinamico puede ser constante (llamada punto fijo, solucién en equi-
librio o solucion estacionaria) o variable con el tiempo.

Llamamos sistemas no lineales a aquéllos que pueden ser modelados por ecuaciones algebraicas o
diferenciales no lineales. Durante trabajos pioneros en este campo, se observo en algunos de estos
sistemas un comportamiento aparentemente aleatorio. Mas tarde se comprobé que este compor-
tamiento era determinista y extremadamente sensible a pequefias variaciones en las condiciones
iniciales. Dicha din&dmica, que surge de la evolucion temporal de los sistemas no lineales, fue
llamada caos.

1.1. Sistemas de tiempo continuo

Para valores continuos de tiempo, la evoluciéon del sistema es gobernada por un sistema de
ecuaciones diferenciales auténomas o no autéonomas. Un sistema se denomina no auténomo si las
ecuaciones que lo describen dependen explicitamente del tiempo, es decir, son de la forma

x = F(x, 1) (1.1)

donde x € R™, t € R. A F se lo llama campo vectorial, x se llama vector de estado y R™ es el
espacio de estado. Un espacio de estado es llamado espacio fase cuando la mitad de los estados
son desplazamientos y la otra mitad velocidades. El espacio (n + 1)-dimensional R" x R!, donde
la dimensién adicional corresponde a t, es llamado espacio de estado de extendido.

Un grafico de una soluciéon de (1.1) en el espacio de estado extendido es conocido como curva in-
tegral. Una proyeccion de una solucion x(t; tg; xg) de (1.1) sobre el espacio de estado se denomina



trayectoria u orbita del sistema a través del punto x = xg. La estabilidad de las soluciones de
sistemas, tanto de mapas como de sistemas de tiempo continuo, es un tema de suma importancia
en el estudio de dindmicas no lineales. En el apéndice A se revisan brevemente los principales
criterios de estabilidad para sistemas de tiempo discreto y continuo.

Si consideramos que la evolucion del sistema esta controlada por una serie de parametros M,
podemos escribir esto explicitamente

x = F(x,t,M) (1.2)
con M €R” y F:R" x Rl x R — R".

Teorema 1.1 (Teorema de existencia y unicidad) Si las componentes de F son C°' en un
dominio D del espacio (x,t), entonces la solucion x(t,xo;ty) existe en un pequerio intervalo
temporal alrededor de ty en D. Mds ain, si las componentes de F son C' en D, entonces, la
solucidn es inica en un pequeno intervalo de tiempo alrededor de tg.

Si la existencia y unicidad de las soluciones de un sistema de la forma (1.2) esta asegurada,
entonces este sistema es determinista. Esto significa que las curvas integrales que empiezan desde
dos condiciones iniciales diferentes no pueden interceptarse en el espacio de estado extendido.
Sin embargo, las 6rbitas correspondientes pueden interceptarse en el espacio estado.

Para un sistema auténomo, las ecuaciones son de la forma

% = F(x, M). (1.3)

F no depende explicitamente de ¢t. F : R" x R™ — R"™.

Un retrato de fase es una coleccion de érbitas en el espacio fase. Se dice que las orbitas que
inician de diferentes condiciones iniciales describen el flujo bajo un dado sistema de ecuaciones.
Sea T? un operador de evolucién que acttia sobre las condiciones iniciales xg en R™ tal que
T'xo = x(xq, ). Aplicaciones reiteradas de T" pueden llevar el estado del sistema a un subespacio
llamado atractor, que es definido por las propiedades de invariancia, atractividad, recurrencia e
indescomponibilidad.

La invariancia implica que un atractor X es un espacio invariante del flujo del sistema, es decir,
T'X € X, las trayectorias iniciadas en X pertenecen al atractor. La atractividad consiste en la
existencia de un conjunto U C R" tal que T°U C U parat > 0y T'U — X cuando t — co. Se
dice que un atractor es recurrente, ya que las trayectorias iniciadas en un estado de un subespacio
de X se acercan arbitrariamente y de forma reiterada a este estado inicial para valores de tiempo
arbitrariamente grandes. Por tultimo, un atractor no puede separarse en dos piezas no triviales.

Resulta util distinguir entre puntos atractores y atractores periddicos, los cuales a diferencia de
los primeros, son érbitas. Estos son soluciones periédicas porque las variables de estado corres-
pondientes son funciones del tiempo. Otros dos atractores, caracterizados por estados variables
con el tiempo son atractores cuasiperiddicos y atractores cadticos.

El dominio D C R"™ que incluye todas las condiciones iniciales xq tales que T'xy — X cuando
t — oo es llamado cuenca, dominio de atraccion o region de estabilidad de X [1].

1.1.1. Soluciones en equilibrio en sistemas de tiempo continuo

En el caso de sistemas auténomos los puntos fijos se definen por la anulacién del campo vectorial

'Se dice que F es una funcién C” cuando cada uno de los componentes de F es r veces continuamente dife-
renciable con respecto a las componentes de x. Cuando cada componente de F' es continuo con respecto a las
componentes de x, F se dice una funcién C°.



F(x, M) = 0. (1.4)

Una posicién en el espacio estado donde esta condicién se cumple es llamada punto singular. En
ese punto, la curva integral de F corresponde al punto en si mismo. Fisicamente, un punto fijo
corresponde a una posiciéon de equilibrio del sistema.

Supongamos que X es la solucion de (1.4) para M = My, xo9 € R™ y My € R™. Para determinar
la estabilidad de esta solucioén, realizamos una linealizacién del sistema de ecuaciones cerca de la
solucion de equilibrio (vease apéndice B). Incorporando una pequenia perturbacion

x(t) = xo + y(t) (1.5)

obtenemos

¥ = DxF(x0; Mp)y = Ay (1.6)

donde A es la llamada matriz Jacobiana.

oF 0 9Fy
oz oz OTn
A= | o o T on
o1 Oz 0zn

Los autovalores de A proveen informacion acerca de la estabilidad local del punto xg.

Cuando todos los autovalores de A tienen partes reales distintas de cero, el punto fijo corres-
pondiente es llamado punto fijo hiperbélico, sin importar la parte imaginaria; de lo contrario, se
llama punto fijo no hiperbélico.

Hay tres tipos de puntos fijos hiperbodlicos: sumideros, fuentes y puntos silla. Si todos los auto-
valores de A tienen partes reales negativas, entonces todas las componentes de la perturbacion
y decaen con el tiempo, y x se aproxima al punto fijo xg cuando ¢t — oo. Por tanto, xq es
asintdticamente estable. Un punto fijo asintéticamente estable es llamado sumidero. Si la matriz
A asociada con un sumidero tiene autovalores complejos, el sumidero también es llamado foco
estable. Por otro lado, si los autovalores de A asociada con el sumidero son reales, el sumidero
se llama nodo estable. Un sumidero es estable para t — oo e inestable para ¢ — —o0o; por tanto
todos los sumideros son atractores.

Si uno o més de los autovalores de A tienen parte real positiva, algunas de las componentes de
y crecen con el tiempo, v x se aleja del punto fijo x¢ cuando t se incrementa. En este caso, xq es
inestable. Cuando todos los autovalores de A tienen parte real positiva, X se conoce como fuente.
Si la A asociada con la fuente tiene autovalores complejos, la fuente es llamada foco inestable.
Por otro lado, si los autovalores de A son reales, se dice que la fuente es un nodo inestable.
Cuando algunos, pero no todos, los autovalores tienen partes reales positivas mientras que el
resto tienen partes reales negativas, el punto fijo asociado es llamado punto silla o punto fijo no
estable.

Un punto fijo no hiperboélico es inestable si uno o méas de los autovalores de A tienen partes reales
positivas. Si algunos de los autovalores tienen partes reales negativas mientras que el resto tienen
partes reales cero, el punto xg se dice neutralmente estable o marginalmente estable. Si todos
los autovalores son puramente imaginarios y distintos de cero, el punto fijo correspondiente es
llamado centro.

La figura 1.1 resume la clasificacién de los puntos fijos.

En el apéndice C se presenta a modo de ejemplo un analisis de la estabilidad de los puntos fijos
del oscilador de Duffing.
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Figura 1.1: Clasificacion de puntos fijos segun los autovalores A; de la matriz Jacobiana.



Muchos teoremas proveen enunciados precisos en los que la estabilidad de soluciones de punto
fijo del sistema linealizado (1.6) implican la estabilidad de soluciones de punto fijo del sistema no
lineal completo (1.3). Del teorema de Hartman-Grobman, aplicable a puntos fijos hiperbélicos,
y del teorema de Shoshitaishvili, para puntos fijos no hiperbdlicos, tenemos que:

(a) El punto fijo x = xg de (1.3) es estable cuando el punto fijo y = 0 de (1.6) es asintoticamente
estable.

(b) El punto fijo x = xq es inestable cuando el punto fijo y = 0 es inestable.

(c) Lalinealizacion no determina la estabilidad de puntos fijos neutralmente estables (incluyendo
centros) de (1.3). En estos casos se necesita un anélisis no lineal. Serd necesario retener
términos cuadréticos o en ciertos casos de orden superior en la expansion en serie de Taylor
de la perturbacion y.

El teorema de Hartman-Grobman implica que las trayectorias en la vecindad de un punto fijo
hiperbolico x = x¢ de (1.3) son cualitativamente similares a esas trayectorias en la vecindad del
punto fijo hiperbolico y = 0 de (1.6). Existen también teoremas para la estabilidad de puntos
fijos de un sistema de la forma

x = Ax +F(x,t) (1.7)

donde A es una matriz n X n y la funcién F es continua en x y ¢, y satisface la continuidad de
Lipschitz? en x, y es tal que F es O(]| x ||) cuando || x ||— 0

El sistema (1.3) es un caso especial de (1.7).

El teorema de Poincaré-Lyapunov habla de la estabilidad de x = 0 de (1.7) cuando

F(x,t) = B(t)x + g(x,1)
donde

Jim |[B[|= 0y g=o(]| x [) cuando [l x[|=0

De acuerdo con el teorema de Poincaré-Lyapunov, si todos los autovalores de la matriz A tienen
partes reales negativas, entonces x = 0 de (1.7) es asintoticamente estable.

Aunque la linealizacién ayuda a determinar si un punto fijo hiperbodlico de F(x,t) es estable,
no provee informaciéon concerniente al tamano del dominio alrededor del punto fijo donde la
conclusion de estabilidad es valida.

1.1.2. Bifurcaciones de sistemas continuos

Se denomina bifurcacién a todo cambio cualitativo en los rasgos de un sistema, tales como
el ntmero y tipo de soluciones, debido a la variacién de uno o mas parametros de los cuales
depende el sistema considerado. Llamaremos bifurcacién local al cambio cualitativo ocurrido en

2Se dice que F(x,t) cumple con la continuidad de Lipschitz en x y que satisface la condicién de Lipschitz en
el espacio R™ x R! de (x,t) si 3K = cte > 0 tal que

| F(y,t) -F(zt) [SK|y-z|
Y(y,t) vy (z,t) en R™ x R'. K se conoce como constante de Lipschitz para F.



el vecindario de un punto fijo o solucién periddica del sistema. Cualquier otro cambio cualitativo
serd una bifurcacion global.

En el apéndice D se revisan brevemente los conceptos principales sobre puntos fijos y bifurcaciones
en sistemas de tiempo discreto.

Para estudiar estos fenémenos se usa un espacio formado por las variables de estado y los pa-
rametros de control, llamado espacio estado-control. En este espacio, los lugares en los cuales
ocurren las bifurcaciones son llamados puntos de bifurcaciéon. Una bifurcaciéon que requiere al
menos m parametros de control para ocurrir es llamada una bifurcaciéon de codimensién-m.
Las bifurcaciones pueden clasificarse en continuas y discontinuas o catastroficas, dependiendo
de si los estados del sistema varian continua o discontinuamente a medida que el pardmetro
de control es variado gradualmente a través de su valor critico. Las bifurcaciones discontinuas o
catastroficas pueden subdividirse en peligrosas o explosivas, dependiendo de si el sistema responde
saltando a un atractor desconectado del inicial o explota en un atractor mayor, con este nuevo
atractor incluyendo al viejo.

En una bifurcacién explosiva el resultado es determinista; dada una reversién en el recorrido
sobre el control de un modo cuasi-estacionario, el nuevo atractor implosiona en el viejo atractor
pequeno en el mismo valor critico de la bifurcaciéon, sin histéresis. El nuevo atractor puede o no
ser cadtico.

En una bifurcaciéon peligrosa, el atractor desaparece repentinamente del espacio estado del sistema
considerado ("catéstrofe del cielo azul"). Luego de la bifurcacion, el sistema salta a un atractor
remoto que no se encuentra conectado con el primer atractor. Si luego de la bifurcacion se invierte
el sentido de variacién del parametro de control, la respuesta del sistema permanece en el dominio
del nuevo atractor, resultando en una histéresis.

Si iniciamos con pardametros de control correspondientes a un punto fijo estable de un sistema
a tiempo continuo, y vamos variando lentamente uno de los parametros de control, este punto
fijo puede perder su estabilidad a través de una de las siguientes bifurcaciones: (a) bifurcacion
silla-nodo, (b) bifurcacién tridente o de ruptura simétrica, (c) bifurcaciéon transcritica, o (d) bi-
furcacion Hopf. S6lo ramas de puntos fijos o soluciones estaticas alcanzan puntos de bifurcacion
asociados con bifurcaciones silla-nodo, tridente y transcritica. Por eso estas tres bifurcaciones se
clasifican como bifurcaciones estaticas. En contraste, ramas de puntos fijos y soluciones perio-
dicas alcanzan puntos de bifurcacion Hopf. Entonces, una bifurcacién Hopf es clasificada como
bifurcacién dindmica.

Para estudiar de forma aproximada la dindmica de un sistema en la vecindad de un punto de
bifurcacién se utiliza un conjunto simplificado de ecuaciones, llamado forma normal de bifurca-
ciones. La dimension de la forma normal es generalmente menor que la dimensién del sistema de
ecuaciones completo. Para bifurcaciones estaticas, la forma normal es un sistema auténomo uni-
dimensional, y para bifurcaciones Hopf, la forma normal es un sistema auténomo bidimensional.
En la tabla 1.1 se presenta un resumen de las distintas bifurcaciones locales estéticas de punto
fijo, sus formas normales y una ilustracién del espacio estado-control tipico para cada caso. Las
lineas solidas y punteadas corresponden a los puntos fijos estables e inestables respectivamente.
Se dice que una bifurcacion Hopf ocurre en un punto fijo de un sistema como (1.3) en o = a, si
se satisfacen las siguientes condiciones:

I. F(x0;0a.) =0;

1. la matriz DxF tiene un par de autovalores puramente imaginarios +iw; y mientras que
todos los otros autovalores tienen partes reales distintas de cero en (xXo; ac);

III. para o =~ ¢, sea A £ iwp la continuaciéon analitica del par de autovalores imaginarios.
Entonces g—g # 0 en a = a,. Esta condicién implica una velocidad transversal no nula al



Bifurcacion Forma normal Puntos fijos autovalores Espacio estado-control
u<0: no hay
p>0: i (”
Silla-nodo T=p—x2 = \:’"E ¥ By 1
— s
X = —v'u
K
x=0 @
%= ux + ax® | Ademas, para <0, A=penx=20 \, o
subcritica (x>0) x=4J—pla A=-2u * L
ent.—u/a -
Tridente m
x=0 A=penx=20
%= ux + ax® | Ademas, para >0, A=—2pu y T
supercritica (x<0) x=+J—ula en+.—u/a
x=0 A=penx=0
transcritica = pux —x° x=pu A=—penx=nop

Tabla 1.1: Distintas bifurcaciones locales estéticas de punto fijo.
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Figura 1.2: Escenario local de las bifurcaciones Hopf supercritica y subcritica.

cruzar el eje imaginario.

Cuando las tres condiciones son satisfechas, una solucién periédica de periodo i—: nace en(xo; ).
Soluciones periddicas bifurcadas pueden también ocurrir cuando la condicién III no es satisfecha.
La forma normal de una bifurcacién Hopf es

& = wr — py + (az — By)(2* + y°) (1.82)

§ = px +wy + (Bz + ay)(@® + y7). (1.8b)

Cuando p = 0 se produce una bifurcacion de este tipo en (0, 0). El periodo de la solucion periddica
bifurcada es le Usando la transformacion

x =rcosf (1.9a)
y =rsinf (1.9b)
transformamos el sistema en
= pr + ar’ (1.10)
0 =w+ Br?, (1.11)

donde r es la amplitud y 0 es la frecuencia de la solucion periddica creada por la bifurcacién
Hopf. El punto fijo trivial de (1.10) corresponde al punto fijo (0,0) de (1.8), y un punto fijo no
trivial (es decir, r # 0) corresponde a una solucion periddica del sistema original. Un punto fijo
no trivial estable (inestable) de (1.10) corresponde a una solucion periddica estable (inestable)

de (1.8).



Vemos que (1.10) es idéntica a la forma normal de la bifurcacion tipo tridente, entonces la
bifurcacion Hopf en (0,0,0) en el espacio x — y — p es equivalente a una bifurcacion tridente en
(0,0) en el espacio r — pu. Cuando @ = —1 tenemos una bifurcacion tridente supercritica en el
espacio r — i y, entonces, una bifurcacién Hopf supercritica en el espacio  —y — . Cuando o = 1
tenemos una bifurcacién tridente subcritica en el espacio r — u y, entonces, una bifurcacion Hopf
subcritica en el espacio x — y — p. En la figura 1.2 se esquematizan los espacios estado control
x—1y—puyr— upara las bifurcaciones Hopf subcritica y supercritica.

Cuando a = 0 en (1.8), aunque las condiciones para una bifurcaciéon Hopf sean satisfechas no
hay orbitas periodicas en la vecindad del punto de bifurcaciéon. Este caso es degenerado.

1.1.3. Soluciones periddicas en sistemas de tiempo continuo

Si una solucién x = X(¢) de un sistema de tiempo continuo satisface que X(t +7) = X(¢) y
X(t+71) # X(t) para 0 < 7 < T, entonces se dice que es periddica con periodo minimo 7.

Una solucion periodica X de periodo minimo finito 7' > 0 del sistema auténomo(1.3) corresponde
a una oOrbita cerrada I" en R™ y es tal que X(tog+71") = X (to) y X(to+7) # X(to) para0 <7 < T.
Una solucion periodica de (1.3) puede ser tratada como un punto fijo de un mapa apropiadamente
definido llamado mapa de Poincaré (véase apéndice G).

Una solucion periddica de (1.3) es llamada ciclo limite si no hay otras soluciones periddicas
suficientemente cerca de ella. En otras palabras, un ciclo limite es una solucién periddica aislada
y corresponde a una o6rbita cerrada aislada en el espacio de estado. Toda trayectoria iniciada
cerca de un ciclo limite se aproxima a ¢l (ya sea para t — 0o 0 t — —00).

Una solucién periddica X de periodo minimo 7' del sistema n-dimensional no auténomo (1.2)
también describe una trayectoria cerrada I' en R™. Si suponemos que X = X esta en esta Orbita
en t = tg, entonces la periodicidad de la soluciéon implica que X (xg;t) = X(xo;t0 + T).
Debemos notar que una Orbita cerrada en el espacio estado de un sistema no auténomo no
siempre representa una solucién periédica.

Es posible determinar la estabilidad de soluciones periédicas a través de herramientas tales como
la teoria de Floquet o los mapas de Poincaré.

La teoria de Floquet se basa en un analisis perturbativo de la solucién peridédica del sistema de
ecuaciones en estudio. Consideremos que la solucién periédica de un sistema auténomo de la
forma (1.3) en M = My es X(t) y tiene un periodo minimo 7'. Introducimos una perturbacion
y en X

x(t) = Xo(t) + y(t). (1.12)

Sustituimos (1.12) en (1.3), asumiendo que F es al menos C?, expandiendo el resultado en serie
de Taylor alrededor de Xy, y reteniendo sélo el término lineal

¥y = DxF(Xo; Mo)y + O(|| y II?) 0 ¥ =~ A(t; Mo)y.- (1.13)

La matriz A es periodica en el tiempo, con un periodo 1", que puede no ser el minimo.

El sistema lineal n-dimensional (1.13) tiene n soluciones linealmente independientes y;, con
1=1,2,...,n. Estas soluciones son usualmente llamadas un conjunto fundamental de soluciones.
Este conjunto fundamental puede ser expresado en forma de una matriz n x n llamada solucion
matricial fundamental

Y(t) = [yi(0) yao(t) - vy, ()] (1.14)

Se puede demostrar que



Yt+T)=[y,t+1)y,(t+T) ... y,(t+T)] (1.15)

es también una solucién matricial fundamental. Dado que (1.13) tiene como méximo n solu-
ciones linealmente independientes y como las y;(t) son esas soluciones, las y;(t + T') deben ser
combinaciones lineales de y;(t)

Y(t+T)=Y(t)d, (1.16)

donde ® depende de la solucién matricial fundamental elegida y no es tnica. Especificando la
condicion inicial Y'(0) = I, donde I es la matriz identidad de n x n, y tomando ¢t = 0 en (1.16)
obtenemos

Y(T) = &. (1.17)

La matriz @ es llamada matriz monodrémica.
Introduciendo la transformacion Y (t) = V(¢)P~!, donde P es una matriz n x n constante no
singular, reescribimos (1.16)

Vit+T)=V(t)J (1.18)
donde
J="P'oP. (1.19)
Cuando los autovalores p,, de la matriz ® son distintos, se puede elegir la matriz P tal que sus
columnas p;, P, --., P, Sean los autovectores de ¢
®p,, = PmPr- (1.20)
Entonces
J=P'PD=D (1.21)
donde
pr 0 - 0
0 pa -+ 0
D=1 . . . .
0 0 - pp,

Los autovalores p,, de ® son llamados multiplicadores caracteristicos o de Floquet. Hay un tnico
conjunto de multiplicadores caracteristicos asociados con la matriz A de (1.13).

Cuando los multiplicadores de Floquet son distintos, (1.18) puede ser escrito o en forma de
componentes como

Vi (t+T) = ppvm(t) param =1,2,....n (1.22)

donde, v,,(t) corresponde a la m-ésima columna de la matriz V' (¢). Entonces

Vi (t + NT) = pNv,, (1) (1.23)

donde N es un entero. Cuando t — oo
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Vin(t) = 0si | pm |< 1 (1.24)
Vi (t) = oo si | pm [> 1. (1.25)

Cuando p,, = 1, v (t) es periddico con periodo T, y cuando p,, = —1, v,,(t) tiene periodo 27
Es importante notar que uno de los multiplicadores de Floquet asociados con una soluciéon pe-
riédica de un sistema auténomo es siempre la unidad.

Una solucién periddica de un sistema auténomo es conocida como hiperbdlica si s6lo uno de los
multiplicadores de Floquet esté localizado en el circulo unidad en el plano complejo. Una solucién
periodica hiperbdlica puede ser estable o inestable. Podemos inferir de (1.23) que una solucién
periddica hiperbolica es asintoticamente estable si no hay multiplicadores de Floquet fuera del
circulo unidad. En todas las direcciones no tangentes a una Orbita peridédica asintéticamente
estable, las 6rbitas vecinas positivas son atraidas hacia la 6rbita periédica. En esta situacién, la
solucion es llamada ciclo limite estable o atractor periédico. Una solucién periddica hiperbolica
es inestable si uno o més de los multiplicadores de Floquet caen fuera del circulo unidad. En este
caso, si todos los multiplicadores de Floquet (con excepcion del que es unidad) caen fuera del
circulo unidad, entonces todas las trayectorias vecinas de la soluciéon periédica son repelidas de
ésta en tiempos positivos. Entonces, esta solucién es llamada ciclo limite inestable o repulsor pe-
riodico. Cuando algunos de los multiplicadores de Floquet asociados con una solucién hiperbélica
inestable caen dentro del circulo unidad, la solucién periédica es llamada ciclo limite inestable
de tipo silla.

Si dos o méas multiplicadores de Floquet estdn ubicados en el circulo unidad, la solucién periodica
es llamada solucién periédica no hiperbdlica. Una solucién periddica de este tipo es inestable si
uno o mas de los multiplicadores de Floquet asociados caen fuera del circulo unidad. Si ninguno
de los multiplicadores de Floquet cae fuera del circulo unidad, es necesario un anélisis no lineal
para determinar la estabilidad de una solucién periédica no hiperbélica.

Por otro lado, si estamos interesados en la estabilidad de una solucién periédica de un sistema
no autéonomo de la forma (1.2) en M = My, indicamos la misma como Xg(t). Suponemos que
tiene un periodo T'.

Introduciendo una perturbacion z(t) en Xo(t), sustituyendo esto en (1.2), suponiendo que F
es como minimo C?, expandiendo F en serie de Taylor alrededor de Xg y reteniendo solo los
términos lineales obtenemos

7 = Dy F(Xo; M)z + O(|| z ||?) 0 2 ~ A(t; My)z (1.26)

Procediendo del mismo modo que en el caso de sistemas auténomos, usamos la teoria de Floquet
para tratar (1.26) y determinar la matriz monodrémica.

Los autovalores de la matriz monodrémica proveen informacién acerca de la estabilidad de la
solucion periddica. En contraste con el caso auténomo para el cual uno de los multiplicadores de
Floquet es siempre la unidad, en el caso no auténomo, esa condicién no se satisface. Si ninguno
de los multiplicadores de Floquet cae en el circulo unidad, la soluciéon periddica es llamada
hiperbdlica; de otro modo, es llamada no hiperbélica. Si todos los multiplicadores de Floquet se
encuentran dentro del circulo unidad, entonces la solucién correspondiente es asintéticamente es-
table y es llamada ciclo limite estable o atractor periédico. Si al menos uno de los multiplicadores
de Floquet se encuentra fuera del circulo unidad, la solucién asociada es inestable. Si todos los
multiplicadores de Floquet estan fuera del circulo, la solucién periodica es llamada repulsor. Si
algunos pero no todos los multiplicadores de Floquet estan fuera del circulo, la solucién periodi-
ca es de tipo silla. Si ninguno de los multiplicadores de Floquet asociados con una solucién no
hiperbdlica del sistema cae fuera del circulo, un analisis no lineal es necesario para determinar
la estabilidad.
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Figura 1.3: Clasificaciéon de soluciones periddicas en funciéon de los multiplicadores de Floquet
asociados.
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Figura 1.4: Posibles modos en los cuales los multiplicadores de Floquet pueden dejar el circulo
unidad en el plano complejo durante una bifurcacién.

Situacion Bifurcacion resultante

Transcritica

Un multiplicador de Floguet deja el circulo

) i Rupt de simetri
unidad a traves de +1 UpaITa OF SWnEV R

Cyclic-fold

Un multiplicador de Floquet deja el circulo
unidad a traves de -1

Dos multiplicadores de Floquet complejos

conjugados dejan el circulo unidad fuera del eje Hopf secundaria o Neimark

real

Doblamiento de periodo

Tabla 1.2: Bifurcaciones producidas en funcién de la forma en que los multiplicadores de Floquet
dejan el circulo unidad.

Puede verse una sintesis de la clasificacién de soluciones peridédicas en los cuadros de la figura
1.3.

1.1.4. Bifurcaciones de soluciones periédicas

La matriz monodrémica de un sistema de tiempo continuo y los multiplicadores de Floquet
asociados dependen de los parametros de control M. Supongamos que cuando uno o més de
los parametros de control es variado, para cierto valor del parametro de control, se modifica
cualitativamente el retrato del espacio estado. Entonces, esta ubicaciéon es llamada punto de
bifurcacién y el cambio cualitativo es llamado bifurcacion.

Si iniciamos con parametros de control correspondientes a una solucién periddica estable y en-
tonces variamos uno de esos parametros de control hasta que la solucién periédica pierda su
estabilidad, la solucién resultante depende del modo en el cual los multiplicadores de Floquet
dejen el circulo unidad en el plano complejo. Hay tres posibilidades, que se enlistan en el cuadro
1.2 y se ilustran el la figura 1.4.

Dado que los multiplicadores de Floquet son autovalores de la matriz monodrémica, la cual es
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(a) Punto de ruptura de simetria supercritico (b) Punto de ruptura de simetria subcritico

Figura 1.5: Escenarios en la proximidad de puntos de ruptura de simetria.

obtenida resolviendo un sistema linealizado de ecuaciones alrededor de la solucién periodica,
las bifurcaciones asociadas de la solucién periddica son locales. Estas consideraciones locales
puede no ser suficientes para determinar el estado de postbifurcacién del sistema, y pueden ser
necesarias consideraciones globales.

Las bifurcaciones de ciclos limites pueden ser clasificadas en continuas y discontinuas o catastro-
ficas. Estas ultimas pueden ser peligrosas o explosivas.

Supongamos que una solucion periddica de un sistema posee una propiedad de simetria (por
ejemplo,supongamos un sistema tridimensional dependiente de las variables =, y y z que sea in-
variante frente a la transformacion (z,vy, z) < (—x, —y, 2)). Cuando un multiplicador de Floquet
deja el circulo unidad a través de +1, si la bifurcaciéon rompe la simetria de la solucién periddica,
es llamada bifurcaciéon de ruptura de simetria.

En la figura 1.5 pueden verse los escenarios en la proximidad de puntos de ruptura de simetria
supercriticos y subcriticos. La amplitud de la solucién periédica se indica como r y « es el
parametro de control. En ambas figuras, la rama estable de las soluciones periédicas simétricas
que existe previa a la bifurcacién continua como una rama inestable de las soluciones simétricas
después de la bifurcacion.

En una bifurcacion cyclic-fold, una rama de soluciones periddicas estables, y una de soluciones
periddicas inestables, las cuales existen para a < ., colapsan y se destruyen en a.. Tipicamente,
las soluciones periddicas inestables son de tipo silla. En la figura 1.6, notamos que localmente
no hay otras soluciones en la vecindad del punto de bifurcacién para a > a.. Por tanto, las
bifurcaciones cyclic-fold son bifurcaciones discontinuas o catastroficas.

Para a > a, el comportamiento del sistema no puede ser determinado solo por consideraciones
locales. Existen dos posibilidades para el estado de postbifurcaciéon: la bifurcaciéon puede ser
peligrosa, o explosiva.

En el caso de la bifurcacién explosiva el viejo atractor explota en un nuevo atractor mayor
que contiene al viejo atractor. Una érbita dentro de este atractor pasa mucho tiempo cerca del
ciclo limite destruido, con excursiones fuera de este ciclo limite "fantasma". Cuando el atractor
es cadtico o extrano (ver seccion 1.2), el tiempo transcurrido cerca del ciclo limite fantasma
es llamado fase laminar, y las excursiones hacia fuera del ciclo limite fantasma son llamadas
rupturas turbulentas o cadticas. A medida que « es variado aproximandose a «. por encima,
el tiempo entre las rupturas irregulares se aproxima a infinito y el atractor cadtico implosiona
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Figura 1.6: Escenario en la proximidad de punto de bifurcacién Cyclic-fold.

en el ciclo limite viejo para a.. Esta transicién desde la periodicidad al comportamiento cadtico
siguiendo una bifurcacién cyclic-fold es llamada transicién intermitente de tipo I al caos.

Una bifurcacién transcritica de una solucién periédica puede ocurrir cuando un multiplicador de
Floquet deja el circulo unidad a través de +1. En las figuras 1.7(a) y 1.7(b) se grafica la amplitud
r de la solucién periédica de un sistema dindamico en funcién del pardmetro de control en la
vecindad de puntos de bifurcaciéon transcriticos. Una bifurcaciéon de este tipo da un intercambio
de estabilidad.

Cuando un multiplicador de Floquet deja el circulo unidad a través de -1 se produce una bifur-
cacion de doblamiento de periodo y la rama de soluciones periddicas estables que existe antes de
la bifurcacion continia como una rama inestable después de la misma. Una rama de soluciones
periodicas dobles estables es creada si la bifurcacién es supercritica, mientras que una rama de
soluciones periddicas dobles inestables es destruido si la bifurcacion es subcritica.

En el caso subcritico, sea a el parametro de control, para o > «. existen dos posibilidades de
comportamiento. La primera es que la bifurcacion sea peligrosa y tipicamente acompanada por
una histéresis. En segundo lugar, la respuesta del sistema puede explotar en un nuevo atractor
cuando « varie lentamente pasando por a., con el antiguo atractor siendo un conjunto propio
de este nuevo atractor. Una oOrbita dentro de este atractor pasa mucho tiempo cerca del ciclo
limite destruido, con excursiones fuera de este ciclo limite "fantasma". A medida que « es variado
aproximandose a a, por encima, el tiempo entre las rupturas irregulares se aproxima a infinito y el
atractor cadtico implosiona en el ciclo limite viejo para a.. Esta transicion desde la periodicidad
al comportamiento caético siguiendo una bifurcaciéon de doblamiento de periodo subcritica es
llamada transicién intermitente de tipo III al caos.

En la figura 1.8(a), se muestra una orbita periodica de un sistema de tiempo continuo y su
interseccién con una seccién de Poincaré Y. El escenario después de que esta orbita periddica
alcance una bifurcacion de doblamiento de periodo se muestra en la figura 1.8(b). La orbita en
esta figura intercepta la seccién de Poincaré dos veces. Después de k sucesivas bifurcaciones de
doblamiento de periodo, tendriamos 2k puntos en la secciéon de Poincaré.
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Figura 1.7: Vecindad de puntos de bifurcaciéon transcriticos.
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Figura 1.8: Orbitas periddicas de un sistema de tiempo continuo y su interseccién con una seccion
de Poincaré.
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Una bifurcacién Hopf de un punto fijo de un sistema de tiempo continuo da una solucién pe-
riddica de este sistema. Una bifurcacion Hopf de una solucién periddica es llamada bifurcacion
Hopf secundaria o Neimark. Esencialmente, esta bifurcacién introduce una nueva frecuencia,
posiblemente inconmensurable, con la primera existente en la soluciéon. Existen bifurcaciones
subcriticas y supercriticas de este tipo. En ambas, la rama de soluciones periédicas estables
que existe previa a la bifurcaciéon continiia como una rama inestable luego de la misma. Una
rama de soluciones cuasiperiddicas estables es creada en la bifurcaciéon supercritica. Una rama
de soluciones cuasiperiddicas inestables es destruida si la bifurcacion es subcritica.

En el caso subcritico, sea « el parametro de control, para a > a. existen dos posibilidades de
comportamiento. La primera es que la bifurcaciéon sea peligrosa y tipicamente acompanada por
una histéresis. En segundo lugar, cuando « varfe lentamente pasando por «. la respuesta del
sistema puede explotar en un nuevo atractor, incluyendo la regién correspondiente al antiguo
atractor. Una orbita dentro de este atractor pasa mucho tiempo cerca de la solucion destruida,
y explora esporadicamente fuera de la soluciéon "fantasma".

Una transiciéon desde la periodicidad al comportamiento cadtico siguiendo una bifurcacién Hopf
subcritica es llamada transiciéon intermitente de tipo II al caos.

1.1.5. Soluciones cuasiperiédicas

Una soluciéon cuasiperiddica es una solucién dindmica caracterizada por dos o mas frecuencias in-
conmensurables. Dos frecuencias w; y wy son inconmensurables si w; /ws es un nimero irracional.
Una solucién cuasiperiodica es llamada solucion cuasiperiodica k-periddica si estd caracterizada
por k frecuencias inconmensurables.

En general, una funcién cuasiperioédica k-periddica tiene la forma

x = x(wit,wat, ..., wit). (1.27)

El espectro de x consiste de puntas en | njw; + nows + ... + ngwy |, donde algunas de las
componentes pueden tener amplitud cero. Entonces, aunque la forma de la onda de una senal
cuasiperiodica puede parecer complicada, su espectro revela su simplicidad. En principio, puede
usarse el espectro para distinguir una funcién cuasiperidédica de una peridédica ya que las puntas
en el espectro de la funcién cuasiperiédica no se encuentran espaciadas por miultiplos enteros
de una frecuencia particular. Sin embargo, en la practica, debido a la dificultad de determinar
cuéndo la razén de dos valores medidos es racional o irracional, un espectro que parece ser de una
funcion cuasiperiodica puede corresponder a una funcién periédica con un periodo muy largo.
Para sistemas tanto auténomos, no auténomos, una 6rbita cuasiperiédica no se cierra sobre si
misma.

Una 6rbita cuasiperiddica de periodo dos puede ser mejor visualizada en la superficie de un toro
en un espacio tridimensional. Iniciaremos nuestro analisis con 6rbitas periédicas. Consideremos
las coordenadas angulares 7 = w1t y 02 = wat con g—f =

La orbita periodica se desarrolla a lo largo de una hélice en la superficie del toro (figura 1.9(a)).
Cuando el toro es cortado y desenrollado obtenemos un plano 62 —6; (figura 1.9(b)). En este plano,
cuando cualquiera de las coordenadas alcanza el valor 27 cae de nuevo a 0 antes de continuar la
evolucion. El nimero finito de paralelas en el plano indica que la 6rbita correspondiente se cierra
sobre si misma.

Si las frecuencias wy y wo son inconmensurables, la 6rbita generada también cae en una hélice en
la superficie del toroide. Sin embargo, esta 6rbita no se cierra sobre si misma, serpenteando sobre
toda la superficie del toro. Consecuentemente, cuando él toro es desenvuelto, encontramos un
denso conjunto de lineas paralelas en un tiempo finito y un ntmero infinito de paralelas cuando
t — 00.
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(a) Tustracion de solucion periddica en la super- (b) Toroide desenrollado

ficie de un toro cuando g—f =4

Figura 1.9: Orbita cuasiperiodica de periodo dos en la superficie de un toro.

1.2. Caos

Los movimientos ca6ticos, a diferencia de los peridédicos o estacionarios, no pueden ser repre-
sentados usando funciones analiticas estandar. A pesar de la complejidad de estos movimientos,
cominmente ocurren en sistemas que no son complejos en si mismos, sino que son sorprenden-
temente simples.
Es razonable conjeturar que la complejidad de la estructura de las 6rbitas de un sistema en el
espacio fase sea mayor a medida que aumenta la dimensionalidad del sistema. En concordancia
con esto, para el caso de un sistema de N ecuaciones diferenciales auténomas de primer orden,
debe darse que N > 3 para que exista un comportamiento cadtico.
Con respecto a los mapas, si un mapa es invertible, no puede existir caos a menos que N > 2.
Si el mapa no es invertible, el caos es posible atin en mapas unidimensionales (ejemplo: mapa
logistico).
Como se sabe, en base a un sistema de tiempo continuo IN-dimensional es posible construir
un mapa de Poincaré invertible de dimension (N — 1), interceptando las trayectorias con una
seccién de Poincaré adecuada. De esta equivalencia entre un flujo N-dimensional y un mapa
invertible (N — 1)-dimensional se observa que el requerimiento de dimensionalidad minima para
la existencia de caos en mapas sigue del requerimiento para el caos en flujos.
El espectro de una senial cadtica es una forma de banda continua, por lo que un movimiento
caodtico es la superposiciéon de un gran ntimero de movimientos periédicos.
Asumamos que tenemos un conjunto de puntos que caen en un espacio cartesiano N-dimensional.
Imaginemos que cubrimos ese espacio con una grilla de cubos N-dimensionales cuyas aristas
tienen una longitud e. Contamos el namero de cubos n(e) necesarios para cubrir el conjunto.
Hacemos esto para € cada vez més pequenos. Entonces, la dimensién por el conteo de cubos del
conjunto es

D = lim %

. 1.28
£—00 ]n(%) ( )
De acuerdo con esta definiciéon de dimensién, los atractores cadticos comiinmente tienen una
dimensién no entera. Los objetos geométricos que no poseen una dimensién entera son llama-
dos fractales. Los fractales se caracterizan por ser invariantes con respecto a diferentes escalas.

Cuando un atractor es fractal, es llamado atractor extrafio.
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Figura 1.10: Evolucién de dos érbitas proximas en el espacio fase.

Un atractor cadtico se caracteriza por presentar una dependencia sensitiva exponencial a las
condiciones iniciales. Consideremos dos condiciones iniciales z1(0) y x2(0) = x1(0) + A(0), e
imaginemos que evolucionan hacia adelante en el tiempo por medio de un sistema dinamico de
tiempo continuo dando como resultado las érbitas x1(t) y z2(t), como se muestra en la figura 1.10.
A tiempo ¢, la separacion entre las orbitas es A(t) = xo(t) — x1(t). Si, en el limite | A(0) |— 0
y para t largo, las 6rbitas permanecen acotadas y la diferencia entre las soluciones | A(t) | crece
exponencialmente, entonces decimos que el sistema presenta una dependencia sensitiva a las
condiciones iniciales y es caotico.

La sensibilidad exponencial de las soluciones cadticas significa que, a medida que transcurre el
tiempo, pequenos errores en la solucién pueden crecer rapidamente. Entonces, después de algtin
tiempo, efectos tales como el ruido y la falta de precision del cédlculo computacional pueden
cambiar totalmente la solucién con respecto a la que se obtendria en ausencia de estos efectos.
Entonces, dado el estado de un sistema caético, su futuro se vuelve dificil de predecir después de
cierto punto.

Consideremos ahora dos puntos cercanos a un atractor de un mapa, separados entre si una
distancia dy. Para la evolucion iniciada en esos puntos, la separaciéon dj varia con k, en promedio,
como

dk :idoevk

donde « representa la pendiente promedio en el grafico log di vs k, y se conoce como el exponente
de Lyapunov.

El exponente de Lyapunov asociado con una érbita periddica es negativo.

Una solucién cadtica se caracteriza por tener uno o més exponentes de Lyapunov positivos. Un
atractor con dos o méas exponentes de Lyapunov positivos es llamado hipercadtico.

Debido a estos exponentes positivos, hay una sensibilidad a las condiciones iniciales y, conse-
cuentemente, las 6rbitas iniciadas en dos puntos cercanos de un atractor cadtico se alejan uno
del otro a una tasa exponencial hasta que la separacién alcanza el tamano del atractor. Debido
a la precision finita y al ruido, siempre hay alguna incerteza al especificar una condicién inicial.
Si esta condicion inicial es ubicada en una 6rbita caotica, no es posible hacer predicciones a
largo plazo acerca de la evoluciéon iniciadas en este punto ya que la incerteza serd amplificada
debido a los exponentes de Lyapunov positivos. Entonces, despreciando el hecho de que una
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solucién caodtica es gobernada por un sistema determinista, la precision finita y el ruido limitan
la predicciéon de la evolucion.
En el apéndice F se describen someramente las soluciones cadticas en mapas.

1.2.1. Caos en sistemas de tiempo continuo

Hay n exponentes de Lyapunov asociados con una 6rbita de un sistema auténomo n-dimensional.
Uno de los exponentes asociados con un atractor periédico, cuasiperiédico, o cadtico siempre es
cero. Este corresponde a una direccién tangente a la érbita.

Para una érbita de un sistema disipativo, la suma de los exponentes de Lyapunov siempre es
negativa. Por eso, para una 6rbita cadtica de un sistema auténomo, uno de los exponentes de
Lyapunov es cero, la suma de los exponentes es negativa, y uno o mas son positivos. Este es
el motivo por el cual las soluciones cadticas sélo pueden ocurrir en sistemas auténomos tridi-
mensionales o de dimensiéon mayor. Mas atn, para un sistema disipativo tridimensional, sélo
uno de los exponentes de Lyapunov puede ser positivo. Sin embargo, para sistemas disipativos
4-dimensionales y de dimensiones superiores, dos o més exponentes pueden ser positivos y la
dinamica correspondiente es llamada hipercaética.

Para el caso de sistemas no auténomos, pueden ocurrir soluciones cadticas a partir de sistemas
bidimensionales.

Es necesario aclarar la diferencia entre un atractor extrano y uno caético. El primero tiene
dimension fractal, mientras que el segundo se caracteriza por uno o més exponentes de Lyapunov
positivos. Un atractor extrano puede ser también cadtico, pero no siempre es asi. Atractores
extrafios y no cadticos han sido hallados en sistemas forzados cuasiperiddicamente. En esos
casos, los atractores tienen una estructura fractal pero no se encuentran asociados con ningtn
exponente de Lyapunov positivo.

Actualmente existen varias transiciones a dinamicas cadticas que han sido bien estudiadas. Pode-
mos mencionar las secuencias de doblamiento de periodo, los mecanismos de intermitencia (entre
los que se encuentran los de tipo I, IT y III). También existe un grupo de transiciones al caos
denominadas rutas cuasiperidédicas, entre las que se cuentan el escenario de Ruelle-Takens, la
ruptura de toroide y el doblamiento de toroide. Por tultimo, es posible llegar a comportamientos
cadticos de un sistema a través de las llamadas crisis.

Escenario de doblamiento de periodo

Esta transicion a soluciones cadticas se encuentra asociada con bifurcaciones locales. A medi-
da que el parametro de control se varia gradualmente, se procede de una soluciéon periddica
a una solucién cadtica a través de una secuencia de bifurcaciones de doblamiento de periodo
supercriticas.

Mecanismos de intermitencia

En mecénica de fluidos, intermitencia se refiere al estado en el cual el flujo laminar es interrumpido
por estallidos turbulentos a intervalos irregulares.

El mecanismo de intermitencia puede describirse del siguiente modo: supongamos un sistema
dindmico caracterizado por un parametro de control r, y consideremos que para valores de r
menores que un valor critico r., el sistema presenta un ciclo limite atractor. A medida que r
supera ligeramente el valor umbral r. (umbral de intermitencia), la respuesta del sistema consiste
en largos intervalos de oscilaciones (fases laminares) que parecen ser regulares y se asemejan
el comportamiento oscilatorio para r < r., pero este comportamiento regular es interrumpido
intermitentemente por estallidos cadticos (explosiones turbulentas) a intervalos irregulares. Con
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el incremento de r, las fases laminares entre dos explosiones consecutivas se vuelven cada vez
méas pequenias y més dificiles de reconocer. A medida que r se incrementa mas, eventualmente
las fases laminares desaparecen y la respuesta se vuelve completamente irregular (caotica).
Entonces, en el mecanismo de intermitencia, cuando un parametro de control excede el umbral
de intermitencia, la respuesta del sistema explota en un atractor mayor con el antiguo atractor
peri6dico contenido como un subconjunto del nuevo atractor caético. Entonces, como resultado
de la bifurcaciéon, una oérbita periddica es reemplazada por caos en lugar de con una orbita
periddica estable cercana. Esto se debe a que, durante las explosiones, la trayectoria se aleja de
la vecindad de la 6rbita periddica que existe para r < r.. Tres tipos de bifurcaciones cumplen con
estos requerimientos: las bifurcaciones cyclic-fold, Hopf subcritica, y de doblamiento de periodo
subcritica. Los mecanismos de intermitencia asociados con cada uno se denominan intermitencia
de tipo I, tipo II, y tipo III, respectivamente. La pérdida de estabilidad de la 6rbita periédica
a través de estas bifurcaciones no es suficiente para que ocurra intermitencia. La otra condicién
necesaria es la existencia de un mecanismo global que repetidamente reinyecte la trayectoria en
la vecindad de la 6rbita periddica original (6rbita fantasma). De otro modo, la trayectoria nunca
revisitara la orbita fantasma.

Ejemplo: Consideremos el sistema de Lorentz

t = o(y—ux) (1.29)
= pr—y—x2 (1.30)
2 = —Bz+ay. (1.31)

A medida que p es gradualmente incrementado, una bifurcacién cyclic-fold ocurre aproximada-
mente en p. = 166,06. Subsecuentemente, ocurren oscilaciones cadticas para p > p., como puede
verse en la figura 1.11.

Escenario de Ruelle-Takens

En el llamado escenario de Landau, una secuencia de bifurcaciones Hopf toma lugar, anadien-
do una frecuencia fundamental con cada bifurcacion. Por tanto, después de la (k — 1)-esima
bifurcacioén, el estado x; asociado con el movimiento es descripto por

x; = filwit,wat, ... wit) (1.32)

con los w; inconmensurables. A medida que k aumenta el movimiento se vuelve mas irregular.
Entonces, en el escenario de Landau, una secuencia infinita de bifurcaciones Hopf es requerida
en la transiciéon a un movimiento turbulento, el cual es caracterizado por un ntmero infinito de
frecuencias inconmensurables. No obstante, este movimiento final no puede ser llamado cadtico
dado que no posee sensibilidad a las condiciones iniciales.

Por otra parte, se ha demostrado que una perturbaciéon arbitraria de un flujo cuasiperiédico en
un N-toroide, donde N > 3, puede dar como resultado:

(a) La persistencia de la cuasiperiodicidad con N frecuencias inconmensurables;

(b) el enlazamiento de frecuencias durante el cual la 6rbita asociada es ya sea periddica o
cuasiperiodica con menos de N frecuencias inconmensurables;

(c) caos.

Esto forma la base del escenario Ruelle-Takens, donde, en contraste con el escenario de Landau,
un namero finito de bifurcaciones Hopf sucesivas puede llevar de una solucién de equilibrio a un
atractor caotico.
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Figura 1.11: Transicién al caos a través de intermitencia en las ecuaciones de Lorentz para o = 10

y B =28/3.

Ruptura de toro

Supongamos que un atractor puntual pierde su estabilidad debido a una bifurcacion Hopf su-
percritica, resultando en un atractor periddico. Subsecuentemente, este atractor peridédico expe-
rimenta una bifurcacién Hopf secundaria supercritica, resultando en un atractor cuasiperiédico
bi-periodico (bi-toro).

A medida que un parametro de control del sistema es variado pueden ocurrir una variedad de
bifurcaciones del toro, dando lugar a los siguientes escenarios de postbifurcaciéon:

(1) Un atractor peridédico complejo (oscilaciones de bloqueo de fase o de modo mezclado);

(2) un atractor no extrano cuya orbita exhibe el rasgo de excursiones intermitentes similar al
discutido en el contexto de mecanismos de intermitencia;

(3) un atractor caotico.

Si el acoplamiento entre los dos modos de oscilacién es suficientemente fuerte, el atractor cua-
siperiddico pierde estabilidad, resultando en un atractor de fase bloqueada. En la seccién de
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Poincaré asociada, la érbita cerrada se rompe resultando en un ntmero discreto de puntos. En
este caso tenemos un fenémeno de sincronizacion®.

Como se dijo, el sistema también puede evolucionar a través de la destruccién del toroide y el
surgimiento de un atractor cadtico. Esta transicion al caos a través de un atractor cuasiperiédico
bi-periddico suele llamarse caos a través de la ruptura del toro. En este escenario, la curva cerrada
que originalmente se ve en la secciéon de Poincaré se deforma, se vuelve fractal, y finalmente se
rompe. Entonces esta transicion al caos ocurre a través de la destrucciéon de la curva cerrada en

la seccion de Poincaré.

Doblamiento de toroide

En este escenario, un punto fijo pierde su estabilidad a través de una bifurcacién Hopf supercriti-
ca, originando una solucién periédica estable caracterizada por una frecuencia wy. Hay un punto
atractor en la seccion de Poincaré correspondiente. A medida que el parametro de control es
variado, la solucién periddica pierde su estabilidad a través de una bifurcaciéon Hopf secundaria
supercritica, produciendo una segunda frecuencia ws (inconmensurable). El atractor cuasipe-
riédico bi-peridédico resultante es un bi-toro. La interseccién con la seccién de Poincaré llena
densamente una curva cerrada cuando ws /wy es irracional. A medida que se varia del pardmetro
de control, el atractor toro-dos experimenta una cascada de bifurcaciones de doblamiento de
periodo en la cual el periodo 27 /wy es doblado en cada bifurcacion. Después de cada bifurcacion,
el estado de post bifurcaciéon es un nuevo toroide que forma dos lazos alrededor del toroide
original.

Hay dos posibilidades: que la cascada sea completa o incompleta. En la tltima posibilidad, el
sistema experimenta una transicion al caos mediante la deformaciéon del toroide de modo similar
a la transiciéon por ruptura de toroide. Cuando la cascada es completa, el caos emerge al final de
la secuencia, y la respuesta del sistema es un movimiento cadticamente modulado.

Crisis

El término crisis describe ciertos cambios cualitativos repentinos en la dindmica cadtica de un
sistema disipativo a medida que un parametro de control es variado. Una crisis ocurre cuando
un atractor cadtico entra en contacto con una solucién peridédica inestable.

Se distinguen tres tipos de crisis, de acuerdo con la naturaleza de la discontinuidad inducida en
el atractor cadtico. Las mismas se enlistan en la tabla 1.3.

3El bloqueo de frecuencia o sincronizacién es un proceso en el cual, por ejemplo, un flujo cuasiperiédico
caracterizado por las frecuencias wi y ws, sufre una pequefia perturbacién por la cual es reemplazado por un flujo
asintotico a orbitas periddicas atractivas con una razon de frecuencias p/q.
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Crisis exterior o de contorno

Bifurcaciones explosivas

Crisis interior

Crisis de fusion de atractores

El atractor caotico es
repentinamente
destruido a medida
que el parametro de
control o pasa a traves
de su valor critico a..
En el estado de
posthifurcacion, el
movimiento es
transitoriamente
cadtico antes de
tender a un
movimiento limitado
(punto fijo, solucién
periddica, solucidon
cuasiperiodica, o
solucion caodtica) o a
una solucién no
limitada.

El tamafio del atractor
caotico se incrementa
repentinamente a
medida que aes
variado a través de ..
Durante esta crisis, el
atractor cadtico
colisiona con una
solucion periddica o
de equilibrio inestable
gue se encuentra en el
interior de su cuenca
de atraccion.

Viene acompafado
por el proceso llamado
intermitencia inducida
por crisis: para o
ligeramente mayor
que a,, la érbita en el
atractor pasa mucho
tiempo en la region en
la cual estaba
confinado el viejo
atractor.
Seguidamente, el
atractor escapa de la
region fantasmay
circula alrededor de la
nueva region, para
luego regresar a la
zona fantasmay asi
sucesivamente.

Dos o mas atractores
cadticos de un sistema
con simetrias se unen
para formar un solo
atractor cadtico a
medida que a pasa a
través de a..

El huevo atractor
puede ser mayor en
tamafio que la union
de los dos atractores
previos a la crisis.

A medida que a es
variado en la otra
direccion, ocurre la
crisis inversa; es decir,
ocurre la creacion de
un atractor.

Tabla 1.3: Clasificacion de las posibles crisis de un atractor.
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Capitulo 2

Teoria de la informacién y mecanica
estadistica

La nocién de informacién usada por Shannon es una generalizacion del concepto de entropia.
La entropia surge originalmente en la termodinédmica, como una funcién que caracteriza un
sistema y depende de los parametros extensivos del mismo. La mecénica estadistica, que explica
los fenémenos macroscépicos tratados por la termodindmica como consecuencias estadisticas
de la dindmica de las partes microscépicas constitutivas de ellos, reinterpreta la entropia como
una medida del desorden microscopico, directamente relacionada con el namero de microestados
accesibles del sistema en estudio.

No obstante, la entropia puede ser usada para describir el orden de un sistema en un contexto
mucho més general que el de la fisica. Shannon fue uno de los pioneros en el desarrollo de
este enfoque. Argumenté que medir orden y medir informacion es esencialmente lo mismo; es
decir, en una situacién altamente desordenada, hacer una medida brindard una gran ganancia
de informacién, e inversamente, en una situacion altamente ordenada, llevar a cabo una medida
nos daré poca informaciéon. Entonces para un sistema que puede encontrarse aleatoriamente en
uno de varios estados diferentes la entropia de su distribucion es lo mismo que la informacion
ganada al conocer en qué estado se encuentra.

Existen dos conjuntos de postulados a través de los cuales es posible desarrollar la mecanica
estadistica de equilibrio; el primer conjunto esta basado en la idea de que la situaciéon de equilibrio
coincide con una energia interna minima del sistema. Por otro lado, el segundo conjunto de
postulados sugiere que dicha situacién de equilibrio implica una maximizacién de la entropia.
Con este segundo enfoque, Jaynes desarrollé un modo de inferencia conocido como formalismo
de méaxima entropia, que tiene aplicaciones més amplias que la mecénica estadistica en si misma.
Las nociones desarrolladas en este capitulo proceden fundamentalmente de un SFI working paper
de Farmer y Bais [4], y de dos articulos de E. T. Jaynes [5, 6], asi como de los apuntes de una de
las clases que imparti6 durante un curso en la universidad de Brandeis en 1962, publicados por
dicha universidad [7].

2.1. Formalismo general de maxima entropia

Al comienzo de cualquier problema en la teoria de probabilidad, surge la necesidad de asignar
alguna distribucién de probabilidades inicial. Este es un problema para el cual las leyes fisicas
no nos brindan ayuda. Para resultar de utilidad, la asignacién de probabilidades iniciales debe
coincidir con la informacion inicial que disponemos (es decir, los resultados de medidas de ciertos
parametros). Debe notarse que el problema no es hallar la distribucién de probabilidades inicial
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que describa correctamente la situacion fisica real. Esta es desconocida, y siempre permanecera
asi, debido a nuestra carencia de informaciéon. A fin de disponer de una teoria util debemos
encontrar una distribucién que describa lo mejor posible nuestro estado de conocimiento acerca
de la situacion fisica.

La asignacién de probabilidades que describe con mayor honestidad lo que conocemos es aquélla
lo méas suave y ensanchada posible, sujeta a los datos disponibles. Esta es la asignacion mas
conservadora, en el sentido de que no nos permite realizar cualquier conclusién que no esté
garantizada por los datos.

Esto sugiere que el problema de hallar una distribucién de probabilidades inicial es de tipo varia-
cional. Necesitamos una medida del ensanchamiento de una distribuciéon de probabilidades que
podamos maximizar, sujeta a las ligaduras que representan la informaciéon disponible. La medi-
da de informacion introducida por Shannon posee las propiedades matematicas apropiadas (ver
apartado 3.2.1) para ser empleada como medida de la cantidad de incerteza en una distribu-
cion de probabilidades. Por ende, definimos la entropia en la teoria de informacién para una
distribucion de probabilidades discreta P = {p;}i=1,..n, como

Sr=— Zpi In(p;). (2.1)

Supongamos que la cantidad = puede tomar los valores {x1,x9,...,2z,} donde n puede ser fini-
to o infinito, y los valores promedio de varias funciones fi(z), fo(z), ..., fm(z) estan dados,
donde m < n. El problema es hallar la asignacion de probabilidades p; = p(x;) que satisfaga la
informacion disponible:

pi =2 0 (2.2)
Zpi =1 (2.3)
i=1
D opiful) = (fe(@)) = Fy (24)
=1

sujeta a estas condiciones que maximice la entropia (2.1).

La soluciéon de este problema matemético puede ser hallado inmediatamente por el método de
multiplicadores de Lagrange [5, 7].

Introduciendo los multiplicadores de Lagrange Ag, A1, ..., Am la distribuciéon de probabilidad
de maxima entropia estd dada por

pi = exp{—[Xo + A fi(xi) + ..+ A fn(20)]} (2.5)

donde las constantes estan determinadas por

@) = —ptnz 26)
N = InZ (2.7)

siendo
ZA 1y Am) = Zexp{—[)\lﬁ(azi) + o Mm@} (2.8)

conocida como funcién de particion.
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La entropia de la distribucion (2.5) entonces se reduce a

m

(SDmaz =M Z(A1, .-, Am) + > Ml fi)- (2.9)
k=1

Las funciones In Z(A1, ..., Am) v S({f1), ..., (fm)) son equivalentes en el sentido de que cada una
brinda la informaciéon completa acerca de la distribucion de probabilidades (notese de (2.9), y
explicitando que (S7)maz = S({f1),-- ., {fm)), que estas funciones son transformadas de Legendre
una de la otra).

Las relaciones (2.5-2.9) son consecuencias de la maximizacion de la entropia de la teoria de
informacion sujeta a las ligaduras de los valores promedio de ciertas cantidades. Aunque muestran
una fuerte semejanza formal con las reglas de calculo provista por la mecanica estadistica, no
hacen referencia a la fisica, y, por tanto, pueden aplicarse igualmente bien a cualquier problema,
dentro o fuera de la fisica, donde sea posible describir la situacién a través de la enumeracion
de un conjunto discreto de probabilidades y por la especificaciéon de valores promedio de varias
cantidades.

Como ya hemos dicho, la asignacién de probabilidades de maxima entropia no puede ser consi-
derada como la descripcién de un estado objetivo existente; es s6lo un medio para describir un
estado de conocimiento de modo que éste posee el minimo sezgo con un cierto criterio. Entonces,
las ecuaciones (2.5-2.9) representan simplemente las mejores predicciones que somos capaces de
hacer con la informaciéon dada. No podemos asegurar que esas predicciones sean las correctas,
sOlo que para ser mejores, necesitariamos mas informacion.

Se puede dar una interpretaciéon un poco mas objetiva de este formalismo en los casos en los
que x; ha sido el resultado de algin experimento aleatorio que puede ser repetido varias ve-
ces. Supongamos que se dispone como datos de los mismos valores promedio (fi(z)) que en la
situacion anterior. Si el experimento aleatorio es repetido IV veces el resultado x; seré obtenido
m; veces, 1 = 1,...,n. Vamos a calcular las mejores estimadores de los ntimeros m; en base a la
informacién diponible. Tenemos que

n

Z%fk(xi):qw k=1,...,m (2.10)

i=1

n
M. 2.11
2N (2.11)
Las ecuaciones (2.10) y (2.11) no determinan univocamente los m; si m < n — 1, por lo que es
necesario introducir algiin principio adicional, que contribuya a establecer el significado de mejor
estimador. En N repeticiones del experimento aleatorio, hay a priori n'V resultados concebibles.
Pero para un dado m; hay sélo

N! N!
W= = 2.12
mil o mal  (Ng)!... (Ng,)! (2.12)
con
e
9 =N (2.13)

la frecuencia relativa con la cual el resultado x; es obtenido.
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Si se intenta encontrar la eleccion de los g; que ocurre en el mayor nimero de modos sin mas
informaciéon que (2.10), un criterio razonable parece ser el preguntar qué eleccién maximizara
(2.12) mientras coincide con (2.10). En el limite de N grande

n
A}iﬁm@%logw = —z;giloggi. (2.14)
=
Entonces, si tenemos que estimar las frecuencias limite para un gran nimero de pruebas, (2.10)
y (2.14) constituyen el mismo problema mateméatico que (2.4) y (2.1). La misma solucién y
propiedades formales surgen inmediatamente, no obstante, ésto nos brinda una interpretacion
alternativa del formalismo de méaximo entropia: la probabilidad p; que la teoria de informacion
asigna a un evento x; en una sola medicién es numéricamente igual a un estimador de la frecuencia
relativa de este resultado en un gran ntimero de pruebas.

2.2. Generalizacion para sistemas descriptos por una matriz de
densidad o por distribuciones de probabilidad continuas
2.2.1. Matriz de densidad

Los valores esperados de los operadores Fj de un sistema descripto por una matriz de densidad
p son |8, Pag.34]

(Fio) = Tr(pF). (2.15)
La entropia de la teoria de informacion correspondiente a p es [6]

Sr=-Tr(plnp). (2.16)
Maximizar St sujeta a las ligaduras impuestas por el conocimiento de (Fj) da

1

e A o

donde

Z()\l,...,)\m) :Trexp{—)\lFl — ... *)\mFm}' (218)

2.2.2. Distribuciones continuas

La expresion de la entropia de Shannon para una distribucién de probabilidades discreta esta
dada por la expresion (2.1)

Sy = - sz‘ In(p;). (2.19)
=1

Supongamos que los puntos discretos x;, i = 1,...,n, se vuelven més y més numerosos, tal que
en el limite n — oo, la densidad de puntos se aproxima a una funcion definida m(x):

1 b
lim — (ntmero de puntos en a < x < b) = / m(x)dz. (2.20)

n—oo N

En este limite, las diferencias adyacentes (x;11 — x;) en la vecindad de un valor particular de x
tienden a cero tal que
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nh_}ngo n(zip1 — x5) = [m(z)] L (2.21)

La distribucién de probabilidades discreta p; tendera a una densidad de probabilidad continua
w(z),

pi = w(w;)(Tit1 — x) (2.22)

D — w(xl)[nm(ml)]_l (2.23)

En consecuencia, (2.19) se vuelve

S\ —/w(az) In [ w(z) ]dz. (2.24)

En el limite, esta expresiéon contiene un término infinito Inn; si lo restamos, la diferencia se
aproximaré a un limite definido que tomaremos como la medida de informacién continua

S4 = 1m[$¥ — Inn] = — / w(z) In [w(m)} dz. (2.25)

Con el mismo razonamiento, al pasar de una distribucién discreta a una distribuciéon continua
de varias variables x1, xo, ..., T,, obtenemos

(© _ _ | w(z1, T2,. .., o) 59
S; /.../w(wl,xg,...,:cr) n{m(xl,xg,...,xr) dxidza, ... dz,. (2.26)

Apliquemos esto a la ecuacion de Liouville de la mecanica clasica. Para un sistema de N particulas
de masa mg, Wx (z1p1, ..., xnpN;t)d321 ... d3py es la probabilidad de que al tiempo ¢ el sistema
se encuentre en el elemento d®z;...d>py del espacio fase. Para poder establecer la medida
de informacion en este caso, debemos decidir una medida m(z1,...,py) para el espacio fase.
Considerando la mecéanica estadistica clasica como una forma limite de la mecanica estadistica
cuantica discreta; entonces la proposicion de que cada estado cuantico discreto corresponde a un
volumen 3N del espacio de fases clasico determinara nuestra a medida uniforme como resultado
de pesar de igual forma todos los estados cuanticos ortogonales, y realizar el limite h — 0. En
este caso, m(z1,...,pN) = const, y es descartada.

Entonces, nuestra medida de informacion sera simplemente el negativo de la funciéon H de Gibbs,

—S;=Hg= /WN InWyd3zy ... d%py. (2.27)

Supongamos que conocemos una funciéon macroscopica del sistema, por ejemplo la densidad de
masa p(x), como funcién de la posicion. Interpretamos esta funcion como la especificacion, en
cada punto del espacio, del valor esperado de cierta cantidad:

<f1(.%'1p1 ... TNPN; a;)) = /WNfldel “. dSpN = p(.’L‘) (2.28)
donde
N
fi(zipr ... anpN;T) = Zmo(S(wi — ). (2.29)
=1
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En general, podemos tener varias funciones de este tipo cuyos valores esperados estan dados para
cada punto del espacio:

(fi(z1p1 ... xNpN;T)) = /WNfld?’xl PN (2.30)

<fm(a;1p1 ... TNPN; l’)> = /Wmedel e d3pN. (2.31)

La maximizaciéon de St sujeta a estas ligaduras da la funcion de particion

Z(AM(x),..., Am(z)) = /exp{— Z / Me (@) fr(n, ..o v ) dPa}dPay ... dPpy. (2.32)
k=1

Las funciones multiplicadoras de Lagrange A\i(z) estan determinadas por

(fr(x1,...,pN;x)) = _5)\;f(x) InZ(Ai(z),..., A\n(x)). (2.33)

El método usado nos habilita a traducir distintos tipos de informacién macroscopica a distribu-
ciones de probabilidad definidas. Estas distribuciones describen la situacién sélo en el instante
inicial para el cual la informacién macroscopica es dada.
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Capitulo 3

Medidas de la complejidad estadistica

Este capitulo tiene como objetivo presentar y describir brevemente las medidas que se utilizaran
en el estudio del capitulo siguiente. Se basa primordialmente en los articulos de Rosso, Martin y
Plastino [9], Shannon [10], Renyi [11] y Tsallis [12], y en el libro de Frieden [13].

Existen en la literatura distintas formas de cuantificar la complejidad estadistica, asi como dis-
tintas definiciones de la misma (entre otras, podemos citar [14, 15, 16, 17, 18]). Una posible
definicién de complejidad estadistica esta relacionada con la existencia de intrincados patrones
en la dindmica de un sistema sencillo[9, 19]. Asi, tanto una dindmica periédica como un rui-
do blanco, no revisten una gran complejidad; el primer comportamiento por resultar de gran
simplicidad, y el segundo porque no posee una estructura no trivial.

Podemos decir entonces que, en base a esta interpretacion de la complejidad estadistica, estamos
interesados en cuantificar el grado de regularidad u orden de la dindmica de un sistema. En este
sentido, podriamos tener tres comportamientos posibles de una hipotética medida de complejidad
estadistica:

e que su valor se incremente con un creciente "desorden";
e que crezca con un orden creciente;

e que tenga valores bajos para alto grado tanto de orden como desorden, y posea un maximo
en alguna situacién intermedia.

Las medidas que son de interés en el presente trabajo son del tercer tipo. Una de las primeras
definiciones de complejidad con estas caracteristicas es la llamada complejidad LMC, por las
iniciales de sus autores [20].

Esperamos que las caracteristicas de la dindmica se vean reflejadas en una distribucién de pro-
babilidades obtenida para el sistema en estudio. Entonces, es l6gico pensar que un cuantificador
de la complejidad estadistica sea algiin tipo de funcional de la distribucién de probabilidades
correspondiente al sistema.

Una medida de complejidad debe dar cuenta de la falta de informacién cuando nos enfrentamos
al hecho de que el conocimiento que tenemos acerca del sistema es probabilistico, es decir debe
ser influenciada por la incerteza asociada a los procesos fisicos descriptos por una distribucion
de probabilidades. Por tanto, debe involucrar una medida de informacion.

No obstante, una medida de complejidad no puede ser desarrollada s6lo en funciéon de una
medida de informacién. Resulta razonable ademés incorporar una medida que de cuenta de qué
tan "separadas" se encuentran la distribucién de probabilidades del sistema en tratamiento y la
distribucién uniforme, que nos da una incerteza maxima del estado del sistema.
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Las medidas de complejidad poseen en la actualidad diversas aplicaciones, como el estudio de
sistemas biologicos [21] y del limite clasico de la mecéanica cuantica [22], asi como el anéalisis de
distintos regimenes cadticos en sistemas a tiempo discreto[23]. Esta ultima aplicacion fue de la
que motivo el presente trabajo.

3.1. Distribuciones de probabilidad

Para evaluar la complejidad estadistica, el punto de partida es determinar una distribucién de
probabilidades P que describa las caracteristicas propias de la dinamica o serie temporal en
estudio. Se han propuesto distintos procedimientos para la eleccién de P, como procedimien-
tos basados en la construccion de histogramas de amplitudes |23, 24|, analisis de Fourier [25],
transformaciones wavelet [26], o probabilidad de permutaciones |27].

3.1.1. Meétodo de histograma

Para construir una distribuciéon de probabilidades, ya sea para una serie discreta o continua de
datos, a través de un procedimiento de histograma, se divide el intervalo [a,b] determinado por
los valores méximo y minimo de la serie en un namero finito N de subintervalos consecutivos de
igual tamano y no superpuestos A;, de modo que Uf\il A =a,bly AiNA; =0 Vi#j. Luego
se cuenta el nimero de datos de la serie correspondientes a cada subintervalo. Por dltimo, se
dividen estas cantidades por el total de datos, obteniendo asi un histograma normalizado.

3.1.2. Meétodo de Bandt y Pompe

Este método, desarrollado por C. Bandt y B. Pompe, esta basado en las frecuencias de ocurrencia
de permutaciones de elementos vecinos de una serie.
Consideremos una serie de datos {z;};=1,.. 7. Se toman todos los conjuntos de n elementos vecinos

de la serie, es decir, todos los conjutos de la forma {x;y;} con i = 1,...,n, correspondientes a
cada valor t =1,...,T — n. Se numeran los elementos de cada conjunto

Tty = )
coni=1,...,ny seordenan en forma creciente o decreciente en funcién del valor de cada dato.

Cada conjunto de n elementos ordenados se considera como un evento; a su vez, cada evento tiene
asociado una permutacion w de n enteros con los que se numeraron los elementos del evento.

{Zt1i}ic1,. n = evento j <=7

conj=1,...,T —n.

Se consideran entonces las n! posibles permutaciones correspondientes a las distintas formas de
ordenar n elementos. Luego se cuentan los eventos que tienen asociados cada una de las permuta-
ciones. De este modo se obtiene una lista de ocurrencia de cada uno de los eventos. Dividiendo
cada componente de esta lista por el ntiimero total de eventos se consigue una distribucién de
probabilidad de cada permutacién posible.

|t < T —n,(w4q1,...,T44p) es del tipo 7}
N T—-n+1

p(m)

donde # significa niimero de casos.
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3.2. Medidas de la informacion

Una medida de informacién puede definirse como una cantidad que caracteriza una distribucion
de probabilidades asociada a un sistema. Su funcién es la de cuantificar la incerteza presente en
el estudio de procesos descriptos probabilisticamente.

Supongamos que caracterizamos un sistema con una distribucién de probabilidades discreta P =
{pi}iq, (0 < p; < 1), siendo n el nimero de eventos posibles, n < oo, y, ademés, Y ;" | p; = 1.
La falta de informacion que caracteriza la naturaleza aleatoria de las probabilidades p1, ..., pn
puede medirse con una cierta funcion S(pi,...,p,) de estas probabilidades, también llamada
entropia estadistica, incerteza, o dispersion.

Una medida de informacion debe ser tal que si S[P] = 0 estamos en condiciones de predecir con
certeza cuél de los posibles resultados ¢ cuyas probabilidades estan dados por los p; tendra lugar.
Nuestro conocimiento del proceso descripto por la distribucién de probabilidades es, en esta

instancia, méximo. Por otro lado, nuestra ignorancia es méxima para una distribucién uniforme
— — 1 4 _ —
P.={pj = «.j=1,...,N}. Entonces, S[P.] = Spaz-

3.2.1. Shannon

Si tenemos una distribucion de probabilidad {p;}!" ;, la entropia de Shannon viene dada por

S(p1,--->pn) = =k Y _ piln(p;) (3.1)
=1

donde k es una constante positiva. Dicha constante esti relacionada con la elecciéon de la base
del logaritmo. En la teoria de comunicacion se elige k = 1 (en tal caso, la base del logaritmo es
2, ya que se trabaja con bits como unidades de informacion).

La innovacion de Shannon fue mostrar que la relevancia del concepto de entropia considerada
como una medida de informacién no se encontraba restricta a la termodindmica y a la mecéanica
estadistica, sino que podia ser usada en cualquier contexto donde pudiera definirse una distribu-
cién de probabilidades.

Para justificar que la eleccion de la expresion (3.1) como una medida de informacion no era
arbitraria, Shannon en 1949 [28|, y Khinchin en 1957 [29] enunciaron teoremas con hipotesis
similares. Los mismos demostraban que, bajo esas condiciones, la inica medida de informacién
posible estaba dada por (3.1).

Teorema 3.1 (Teorema de Shannon) Sea {p;}, un conjunto normalizado de probabilida-
des, yn la cantidad de eventos posibles (microestados de un sistema en el contexto de la mecdnica
estadistica):

1. S(p1,...,pn) €s una funcion continua con respecto a todos sus argumentos;
1. S(pr=p2=,...,=pp = %) es mondtonamente creciente con n;

1. S(A+B)=S(A)+S(B) si ngrB = piApf , siendo A y B dos subsistemas independientes
con distribuciones de probabilidades pf‘ y pf respectivamente;

V.

S(p(nm)la ce ,p(nm)nm,p(m)1, ce 7p(nl)nz) = S(pmapl)+

oS <p(nm)1"”’p(nm)nm> LS <p(nl)1’”_7p(nz)nl> (3.2)

Pm Pm b Db

donde pp, = Y p(nm)i, D1 = Yoiby P(mi)i yn=n; + npy,
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Un funcional S(p1,...,pn) satisface estas cuatro condiciones si y sdlo si S estd dada por (3.1).

Teorema 3.2 (Teorema de Khinchin) Sea {p;}7; un conjunto normalizado de probabilida-
des, y n la cantidad de microestados de un sistema:

I. S(p1,-..,pn) €s una funcion continua con respecto a todos sus argumentos;

1

1. S(pr=p2=,...,=pp = n) es mondtonamente creciente con n;

1. la inclusion de un evento imposible no altera el valor de S: S(p1,...,pn,0) = S(P1,-..,Pn);

V. sea un sistema © = A+ B. Sean {p#} y {pP} las distribuciones de probabilidad de los
subsistemas A y B respectivamente, y sea {pi;} la distribucion de ©. Entonces

S({pi}) = S({pf‘})Jer?S({ij}lp?)
S(©) = S(A)+S(B|A).

Eltérmino S <{p§3} | p{‘) representa la entropia condicional del sistema B bajo la situacion

de que el sistema A se encuentre en el estado i. Cuando los subsistemas son independientes,
este postulado se reduce a la aditividad de la entropia.

Un funcional S(p1,...,pn) satisface estas cuatro condiciones si y sdlo si S estd dada por (3.1).

Dos propiedades importantes de la entropia son la aditividad y la concavidad.
La entropia es una funcién céncava de sus argumentos. Esto significa que para dos distribuciones
de probabilidad cualquiera Py P’y para cualquier A tal que 0 < A < 1 tenemos

SIAP + (1 = A)P'] > S[P] + (1 — \)S[P.

Fisicamente, la aditividad (postulado III del teorema 3.1) significa que la entropia de un experi-
mento combinado consistente en el desarrollo de dos experimentos independientes es igual a la
suma de las entropias de esos experimentos.

Ademaés, podemos decir que la entropia es una funcién simétrica de sus argumentos:

S(ph' . 'apiapjv"'7pn) = S(pla'- -y Dy, Piy - - apn)

Esta medida de informacion fue propuesta por C. E. Shannon en 1948 [?]. Surgi6 en el marco
de la teoria de comunicaciéon. El problema fundamental de la comunicacion es el de reproducir
en un punto, ya sea exacta o aproximadamente, un mensaje seleccionado en otro. Se trata de
cuantificar la cantidad de informacién contenida en un mensaje. Informaciéon no debe confundirse
con significado; el aspecto significativo es que el mensaje actual es uno seleccionado de un conjunto
de posibles mensajes. El sistema debe ser disenado para operar para cada selecciéon posible.

El objetivo de Shannon fue postular una cantidad que midiera cuénta informacién es "producida",
o mejor atn, qué tasa de informacion es producida en un proceso estocastico! en el cual existe un
namero finito de posibles estados de un sistema (sy, s2, ..., S,) y, asociados a estos, un conjunto
de probabilidades de transicion p;(j) (la probabilidad de que si el sistema se encuentra en el
estado s; vaya al estado s;). Los procesos de este tipo, en los que la probabilidad en un cierto
tiempo depende de la probabilidad en un instante inmediatamente anterior, son conocidos como
procesos de Makcoff discretos.

Proceso estocastico: sistema fisico o modelo matematico de un sistema que produce una secuencia de simbolos
gobernada por un conjunto de probabilidades.
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Como se dijo en el capitulo 2, la forma de la cantidad S puede ser reconocida como la entropia
definida en ciertas formulaciones de la mecénica estadistica donde p; es la probabilidad de que un
sistema se encuentre en la celda i de su espacio fase. En ese contexto, la constante k se identifica
con kyp, la constante de Boltzmann.

Actualmente, la entropia de Shannon es utilizada en distintas ramas del conocimiento, como
las ciencias de la tierra [30, 31|, quimica [32, 33|, biologia y farmacologia [34], ecologia |35, 36],
medicina [37, 38|, entre otras.

3.2.2. Renyi

Renyi presenta en un articulo [11] una serie de postulados, debidos a D. K. Fadeev, que carac-
terizan la entropia de Shannon. Estos son:

a) S(pip2,...,pn) es una funcion simétrica de sus variables para n = 2,3, .. ;

b) S(p,1 — p) es una funcion continua de p para 0 < p < 1;

c) S(1/2,1/2) = 1;

d) S(tp1, (1 — t)p1,p2,--.,0n) = S(P1,02,---,0n) + p1S(t,1 — t) para cualquier distribucion
P = (p1,p2,...,pn) y para0 <t <1.

A éstos, anade la condicion de aditividad de la entropia (postulado III del teorema 3.1). Dado
que esta condicion es méas débil que el postulado (d) de la lista, existen otras cantidades ademés
de (3.1) que satisfacen los postulados (a), (b), (¢) y la aditividad. Un conjunto de esas cantidades
es el que postula Renyi:

n

S8 b1, opn) = ! —~In (Z(m)”‘) (3.3)
k=1

donde a >0y a # 1.

Khinchin también demostrd que si se reemplaza el cuarto postulado de su teorema por la condi-

cion menos restrictiva de que las entropias son aditivas cuando los subsistemas no estan co-

rrelacionados, entonces los postulados son satisfechos por dos formas entrépicas: la entropia de

Shannon y la entropfa de Renyi.

Una interpretaciéon de la entropia de Renyi es que, mientras mayor es el pardmetro «, mayor es

la dependencia de la entropia de las probabilidades de los eventos mas probables.

Puede verse claramente que

{ (R) - _ A A
lim S (pipa,. . .pw) = = D pilogpi.

3.2.3. Tsallis

La entropia de Tsallis [12] viene dada por

n

1
(¢—1) &=
donde el pardmetro ¢ es un nimero real ¢ # 1. Las probabilidades son entonces escaladas por

q, lo que significa que pueden ser reforzadas o debilitadas. La entropia de Tsallis posee las
propiedades usuales de positividad, simetria y concavidad que caracterizan a las entropias de

Sy (b1 opn) = [P — (P&)"] (3.4)

35



Medidas de las informacién Ecuaciéon N°de ecuacion

Shannon S(p1,-..,pn) = —k> 1 piln(p;) (3.1)
Renyi S pry . pn) = = In (0, (p)®) (3.3)
Tsallis S’éT) (P1y---yPn) = ﬁ Y vt e — (pr)Y] (3.4)

Tabla 3.1: Resumen de las distintas medidas de la informacion.

Shannon y Renyi. No obstante, no satisface el postulado IV del teorema 3.1 ni la aditividad
estandar (postulado IIT del teorema 3.1).
La propiedad caracteristica de la entropia de Tsallis es la pseudoaditividad:

T T T T T
S{(A, B) = SS(A) + S{(B) + (1 - ¢)S{(4)S(B),

con A y B siendo dos sistemas de eventos finitos mutuamente independientes cuya distribucion
conjunta de probabilidades satisface

p(A, B) = p(A)p(B).
De ésto, es evidente que ¢ es una medida de la no-extensividad del sistema.
La entropia de Shannon es recuperada en el limite de ¢ — 1.
La entropia de Tsallis ha encontrado diversas aplicaciones no s6lo en el campo de la fisica teorica,
sino también en areas practicas y del conocimiento como el analisis de iméagenes [39], la geologia
|40], economia [41], astrofisica [42], etc.

3.2.4. Resumen

En la tabla 3.1 se encuentra un resumen de las distintas medidas de la informacion.

3.3. Distancias estadisticas

Para construir una medida de complejidad estadistica no alcanza s6lo con una medida de desorden
o informacién. Es sensato incorporar algtn tipo de distancia D a la distribucién de probabilidades
uniforme (teniendo en cuenta que una distribucion uniforme maximiza las medidas de informacion
tratadas anteriormente). Dicha distancia se conoce como distancia estadistica. Existen varias
cantidades que pueden ser utilizadas como una distancia estadistica; algunas de ellas son:

o Distancia euclidiana
o Distancia de Wootters
o Entropias relativas

o Divergencias de Jensen
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3.3.1. Distancia euclidiana

La eleccién méas simple para una distancia es la euclidiana. Si D es la norma euclidiana en R™
tenemos

N 2
1
Dg[P,P,] = HP—PeHE:Z{pj—N} . (3.5)
7j=1
El problema de esta definicién es que se ignora el hecho de que se estd trabajando con un
espacio de distribuciones de probabilidad y por tanto no se tiene en consideraciéon la naturaleza
estocastica de la distribucion P.

3.3.2. Distancia de Wootters

Dadas dos distribuciones de probabilidad P; {pj ,7 =1,...,N} con i = 1,2 la distancia
estadistica de Wootters esta dada por [43]

(3.6)

m»a

S

~—
ol

N
Dw [Py, Py] = cos™ Z
7=1

3.3.3. Entropias relativas

Otro modo de construir distancias estadisticas es a través de funcionales de la entropia. Es posible
definir dos clases: la primera trabaja con entropias relativas mientras que la segunda hace uso
de diferencias entrépicas. Considere dos distribuciones discretas P; = {p§1)7 j=1,...,N} con
i = 1,2. La entropia relativa de P; con respecto a P, asociada con la medida de Shannon (ec.
(3.1)) es la entropia de Kullback-Shannon, que en el caso discreto es

(1)
K®[P|Py) = Zp] . (3.7)
j
En base a esta definicién, la distancia entre una distribucién de probabilidades P y la distribucion
uniforme P, en términos de Kullback-Shannon es

Dys[P, P) = KO [P|P] = 5P - s{7[P). (3.8)

La entropia relativa de P; con respecto a P, asociada a la entropia de Tsallis es llamada entropia
relativa de Kullback-Tsallis, que para g # 1 es

K [P Py] = 71 S ( (1)) {(pgz))(l—q) B (pg;))(l—q)}' (3.9)
j=1

La distancia de una distribucion P a la distribucién uniforme en términos de la entropia de
Kullback-Tsallis es

Dyr[P, P] = K{[P|P,] = Ni~! (S§T> [P.] — S [P]) . (3.10)

Por ultimo, la entropia relativa asociada a la medida de Renyi es la entropia relativa de Renyi,
que para q # 1 es
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Entropia relativa Expresion N°de ecuaciéon

Kullback-Shannon K®[P|P)] = ¥ p] - s9[p] (3.8)
Kullback-Tsallis K\ [P|P.] = No—! (ng) (P.] - S [P]) (3.10)
Kullback-Renyi k®pip) = s p) - sP] (3.12)

Tabla 3.2: Entropias relativas usadas como distancia entre una distribucién de probabilidades
arbitraria y la distribucion uniforme.

=2

1 q 1—q
(R) _ (1) (2)
K, [P1|Ps] 1 In 2 <pj ) <p] > . (3.11)

Entonces, la distancia entre P y P, en funcién de esta definicién es

DycplP. P.) = K{P[PIP) = ST [P - ST, (3.12)

En la tabla 3.2 se resumen las distintas entropias relativas utilizadas para establecer la distancia
entre una distribuciéon de probabilidades P y la distribuciéon uniforme F,.

3.3.4. Divergencias de Jensen

También es posible definir distancias estadisticas por medio de diferencias entrépicas. No obstan-
te, dado que las simples diferencias entropicas no son necesariamente positivas, no sirven como
medida de ganancia de informacion. Por tanto son necesarios otros funcionales de la entropia.
Los més utilizados son las llamadas divergencias de Jensen. Dado S una determinada entropia,
y siendo P; y P dos distribuciones de probabilidad, la divergencia de Jensen asociada se define
como

J2P1, Po] = S[BP1 + (1 — B) 3] — BS[P] — (1 — B)S[Py], (3.13)

con 0 < g <1,
Si S = S (entropia de Shannon)

Js[Pr, Po] = SO [BPL + (1 - B)Py) — BSY[P1] — (1 - B)SO)[P). (3.14)

En términos de entropias relativas esto puede escribirse como

J3s[Pr, Po] = K9 [P|BPL + (1 - B)P3] + (1 — 8K [P|BPL + (1 - B)Pa. (3.15)
Reemplazando en la ecuacion (3.15) las entropias relativas de Shannon por las correspondientes

a Tsallis y Renyi es posible encontrar las divergencias de Jensen asociados para estas medidas
entropicas. Las mismas son respectivamente

Jr [P B = BED[PUBPL+ (1= B)Po) + (1= HKD[P|BP + (1= )R] (3.16)

TonlPr Po) = BEO[PBPL + (1= B)Po) + (1= HKI[PIBP + (1= p)P). (3.17)
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3.4. Medidas de complejidad

Como se dijo en el inicio de este capitulo, una medida de complejidad estadistica debe ser
influenciada tanto por una medida de informaciéon como por la distancia de la distribucion de
probabilidades propia de un sistema en estudio a la distribucién uniforme.
Definimos una cantidad de desorden para una dada distribucién de probabilidad como
S|P
H[P| = Lid ) (3.18)

Smam

donde Sy,42 = S[P.], siendo P, la distribucion de probabilidad uniforme.
Definimos también el desequilibrio como

Q[P] = QOD[Pv Pe]7 (319)

donde Qq es una constante de normalizacion con la que 0 < Q < 1, y D[P, P.] es un funcional
que da cuenta de la distancia de la distribucién de probabilidad P a la distribucién uniforme.
Vamos entonces a adoptar la siguiente forma funcional para una medida de complejidad estadis-
tica:

C[P] = Q[P|H|P). (3.20)

En el presente trabajo se utilizaran dos definiciones de complejidad estadistica: una basada en
la entropia de Shannon y otra basada en la entropia de Tsallis.

En el primer caso, como medida de informacién asociada a una distribuciéon de probabilidad
discreta utilizaremos la medida de Shannon (3.1) con k =1

S[P] = —sz' In(p;).

Por tanto,
Smaz = In(NV).

Como medida del desequilibrio tomaremos la divergencia de Jensen-Shannon.

Dado que lo que nos interesa es la distancia entre una distribucién de probabilidades cualquiera
y la distribucién uniforme, utilizaremos P, = P y P» = P,. Ademas los remitiremos al caso
particular en que § = %, resultando

1 11 1
D[P, P.] = J% [P, P.] = S [] — 58P - 5SPR].

2

La constante de normalizacién correspondiente es

—1
Q) =2 { <N;1> In(N + 1) — 2In(2N) + lnN} .

Por tanto,
s 7) 4 S)[P]
P = Q" I[P, Pe]is(s) (3.21)
max

Para la medida de complejidad basada en la entropia de Tsallis usaremos como desorden

(3.22)



con SST) dada por (3.4) y

1—- Nl
s, - o0
q—1
En este caso, el desequilibrio viene dado por la divergencia de Jensen-Tsallis para P = Py
P, = P,. Como en el caso anterior, utilizaremos 8 = 5, resultando
1/2 1 P+ P 1 P+ P
Jsz [P,P,] = qum [P } iKé ) [P 5 ] . (3.23)
La constante de normalizacién correpondiente es
Jny a-gli- (1+ N1+ N)1-9D 4 (N —1)
o 1 22-4N '
Entonces,
(T)
T (I7) ;3 Sq "[P]
O3 [P) = Qp " I3 [P Pl (3.24)
Sma:c

3.5. Medida de informacion de Fisher

La medida de informaciéon de Fisher surge como una medida del error esperado en una medi-
ciéon [13]. Si P(x) denota una funcién de distribucion de probabilidades continua, la medida de
informaciéon de Fisher asociada es

FIP| = / ‘Vpp’dx. (3.25)

Dado que la medida de Fisher involucra el gradiente de la distribuciéon P, es sensible incluso en
perturbaciones pequenas, a diferencia de la entropia de Shannon.

Sea P = {pj}évzl un conjunto normalizado de probabilidades discretas. La aproximaciéon discreta
de la medida de Fisher F' para este caso es

leNZ[ Pitt — )]. (3.26)

= p]+1 + p])

El factor % es incorporado como constante de normalizacién [23].

El maximo valor que puede alcanzar F' es la unidad y ocurre cuando casi todos los pj-s son
cero excepto por unos cuantos p;-s finitos. Siempre que p; = p;j4+1 = 0 para algin j, el j-ésimo
término de (3.26) sera tomado como cero. Esto puede justificarse definiendo Ap; = pji1 — pj.
En ese caso,

Ap;)?
lim | pJA), — 0.
e | pj 4+ S
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Capitulo 4

Aplicacién a sistemas con diversas
transiciones al caos

Se analizdé un conjunto de sistemas de ecuaciones que revisten distintas transiciones al caos a
través de las medidas de complejidad estadistica asociadas con la entropia de Shannon (3.21) y
Tsallis (3.24) y la medida de informacion de Fisher (3.26). Las distintas transiciones estudiadas
son la transicién por doblamientos de periodo, y las intermitencias tipo I y II. En todos los casos,
tanto las variables como los parametros de los sistemas se analizaron de manera adimensional.
El trabajo con los sistemas de ecuaciones se llevo a cabo a través de su integracién numérica.
Para cada uno, se realiz6 un anélisis exploratorio de las series temporales y los diagramas de
bifurcacién para determinar la duracién de sus regimenes transitorios, la longitud apropiada de
los pasos de integracion, los distintos intervalos del parametro de control asociados con diferentes
dinamicas, la extension de los atractores, entre otras caracteristicas. Con esto, se seleccion6 el
rango de valores del parametro de control de cada sistema y el niimero de unidades temporales
a descartar para eliminar el transitorio de las series temporales, asi como también la regiéon del
espacio fase dentro de la que se seleccionarian las condiciones iniciales.

Para cada sistema se obtuvo una distribucién de probabilidades a través de un método de his-
togramas. A estas distribuciones se les aplico la complejidad de Shannon y la medida de Fisher.
Ademaés, sobre un sistema se utiliz6 el método de Bandt y Pompe para obtener las distribuciones
de probabilidad, que fueron analizadas a posteriori con las medidas de complejidad basadas en
las entropias de Shannon y Tsallis.

Luego del anélisis exploratorio de cada sistema se procedié del siguiente modo para cada valor
del pardmetro de control seleccionado dentro del rango de interés:

e Se realizo la integracion numérica del sistema con condiciones iniciales aleatorias obtenién-
dose asf series temporales. Se descartaron las primeras unidades temporales para eliminar
los regimenes transitorios y se seleccion6 una de las series temporales obtenidas para tra-
bajar sobre ella.

e Se obtuvieron los minimos de la serie temporal. Inicialmente se obtuvieron los minimos
locales de la serie temporal por comparacién con sus vecinos préximos. Se seleccionaron
los minimos locales y sus dos vecinos proximos (uno previo y otro posterior). Con cada
uno de estos conjuntos de datos se ajusté una parabola y se calcul6 el vértice de la misma
tomando el valor de la ordenada del mismo como el minimo local.

e Con esta serie de minimos se obtuvieron las distribuciones de probabilidad con los métodos
antes mencionados y se calcularon las medidas de complejidad correspondientes.
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Para construir las distribuciones de probabilidad a partir de histogramas fue necesario en primera
instancia seleccionar una region del espacio de minimos dentro de la cual se encontraran incluidos
todos los atractores para el rango de valores del pardmetro de control analizado. Se dividio
esa regién en mil canales, se conté cuantos minimos se encontraban incluidos en cada canal.
Se normaliz6 esta distribucién dividiéndola por la suma de los minimos, obteniéndose asi la
distribucién de probabilidades.

El método de Bandt y Pompe fue aplicado seleccionando conjuntos de cinco elementos vecinos
para cada uno de los elementos de las series de minimos {X;,7i = 1,..., N—5+1}. Cada elemento
de los conjuntos fue numerado del uno al cinco, se los orden6 de forma decreciente, obteniendo
asi los eventos presentes en cada serie. Se contd qué cantidad de eventos tienen asociados cada
una de las 5! = 120 permutaciones posibles.

Se realizaron graficos de los diagramas de bifurcaciéon de cada sistema y se los comparé con grafi-
cos de las distintas medidas de complejidad en funcién del parametro de control. Los diagramas
de bifurcacién se construyeron graficando, para cada valor del parametro de control, los minimos
correspondientes. De este modo se obtienen gréaficos de los minimos de la serie en funcién del
parametro de control que nos brindan la posibilidad de conocer cémo varian las respuestas de los
sistemas frente a la modificaciéon de sus parametros. En ellos, un rango del parametro caracteri-
zado por una dinadmica periédica de periodo uno se ve representada por una linea continua. En
una bifurcacién de doblamiento de periodo de esta trayectoria se ve céomo la linea se divide en
dos lineas continuas. Por otra parte, una dindmica cadtica se distingue como una banda ancha
que cubre buena parte de la extension vertical del grafico.

Se estudiaron también los espacios F'— C' para las transiciones, reconociendo en ellos las distintas
regiones asociadas con dindmicas periédicas y cadticas de los sistemas.

A titulo ilustrativo se presentan en el apéndice G los codigos de programaciéon usados para el
estudio de un oscilador no lineal que experimenta una transiciéon al caos por medio de una cascada
de doblamientos de periodo (ver seccion 4.1).

4.1. Escenario de doblamiento de periodo

Oscilador no lineal
Se analizo6 el oscilador no lineal [44, 1]

&+ wie + e2ud + 622 + gcos(Qt)z] + 2aa® = 0. (4.1)

Manteniendo fijos los parametros € = 0,1, wo = 0,1, § = 5,0, « = 4,0, 2 =2,0 y p = 1 usamos g
como parametro de control. Para g € [4,2;5,3] el sistema experimenta una serie de doblamientos
de periodo que desemboca en una dindmica caotica [1].

Se integro el sistema en g € [4,2;5,3] con Ag = 0,002. Para cada g se integraron 7000 unidades
temporales a pasos 0t = 0,01 y se descartaron las primeras 500. Las condiciones iniciales fueron
seleccionadas en todos los casos de forma aleatoria en —10,5 < zg < —9,5, 9,5 < &9 < 10,5. Se
trabaj6 con la serie temporal z.

Para construir el histograma se tomo6 la region del espacio de minimos [Zin; Tmaz] = [—14,5; —13,5].
En la figura 4.1 se presentan espacios fase correspondientes a este sistema para los valores del
parametro de control g = 4,2, g = 4,496, g = 4,564 y g = 5,3, en los que se ve, respectivamente,
una dindmica de periodo uno, una de periodo dos, una de periodo cuatro y una dinamica cadtica.
Para las dindmicas correspondientes a g = 4,496 v g = 4,564, se presenta también un detalle del
espacio fase que permite diferenciar claramente los dos comportamientos del sistema.

El diagrama de bifurcacion y las medidas C®) y F' en funcion de g estan en la figura 4.2. En ella
se puede apreciar que, dentro de la regién I, el sistema tiene una dinamica peridédica de periodo
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Figura 4.1: Espacios fase correspondientes al sistema (4.1) para distintos valores del pardmetro
de control.
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Figura 4.2: Diagramas de complejidad y Fisher en funcién del parametro de control comparados
con el diagrama de bifurcacion del sistema (4.1).
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Figura 4.3: Detalles de los diagramas de complejidad y Fisher y del diagrama de bifurcacion del
sistema (4.1) en las regiones VI y VII.

uno. Aqui la complejidad adopta el valor cero y la medida de Fisher vale uno. En las regiones II y
IV el sistema experimenta una periodicidad de perfodo dos. En estas zonas C%) ~ 0,1 y FF=1.
En la region 111, se distingue un perfodo cuatro, con C®) ~ 0,2 y F = 1. Si bien, teéricamente,
los fenémenos de bifurcacién de doblamiento de periodo ocurren en un punto, la solucién es de
lenta convergencia antes y después de la bifurcacién, por lo tanto, al aproximarse el parametro
de control al punto de bifurcacion, la solucion tiene alguna inestabilidad que se expresa en un
pequeno desplazamiento de los minimos, la funcién de distribucién de probabilidad se ensancha,
la medida de Fisher toma valores menores que la unidad y la complejidad aumenta. Aumento
de complejidad y disminucién de la medida de Fisher son indicadores de que se aproxima una
bifurcacién de un atractor més simple a uno méas complejo como se evidencia en el primer tramo
de la zona II del diagrama de bifurcacién que se presenta en la figura 4.2 donde se produce una
transiciéon de una dindmica peridédica de periodo uno a otra de periodo dos.

En la zona VII, la dindmica es claramente aperiédica. Los valores tipicos de C'(°) y F' para esta
regién son, respectivamente, de 0,44 y 0,15.
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Figura 4.4: Plano F' — C para el sistema (4.1).

En las regiones V y VI, el sistema experimenta una sucesién de doblamientos de periodo que dan
lugar a dindmicas aperioédicas, y luego evolucionan nuevamente a nuevos regimenes periédicos.
Vemos cémo, en estas regiones, la complejidad estadistica va aumentando su valor a medida
que se tiende a una dindmica caética y luego esta cantidad se reduce nuevamente al volver
a una dindmica periédica. Del mismo modo, la informacién de Fisher adopta un valor igual
a la unidad en los momentos de periodicidad y simultdneamente con la complejizaciéon de la
dinamica del sistema, va adquiriendo valores cada vez més bajos hasta llegar a medidas tipicas
del comportamiento cadtico. Luego de ésto y, de forma coincidente con el retorno a una dinamica
periddica, Fisher adopta nuevamente el valor uno. En la figura 4.3 se presenta en detalle las
regiones VI y VII. N6tese como ambas medidas distinguen claramente la presencia de ventanas

periddicas que afloran en la regién de dindmica cadtica.
En la figura 4.4 se presenta un grafico de C®) versus F para el sistema (4.1) en el rango del

parametro de control 4,878 < g < 5,3. Puede notarse en el diagrama F'— C', dos puntos asociados
a dindmicas periodicas de periodos dos y cuatro, respectivamente, que se encuentran ubicados
sobre una linea en la que F' = 1.

Comenzamos a recorrer el grafico desde la region de periodo dos, ubicada en la esquina inferior
derecha del mismo. En 4,878 < g < 4,918 se da una sucesiéon de dindmicas periddicas separadas
por inestabilidades. Durante las inestabilidades la linea en el espacio F' — C explora la region
central del grafico, orientdandose hacia la esquina superior izquierda del mismo. Esta secuencia
culmina con un comportamiento aperiédico.

Luego de la dinamica cadtica nos encontramos de nuevo en presencia de un periodo dos (4,918 <
g9 < 4,92), por lo que la linea que estamos siguiendo vuelve a visitar el punto inicial.

Se producen mas tarde dos dinamicas caoticas, correspondientes a 4,92 < g < 4,926 y 4,926 <
g < 4,932, separadas por una region de periodo dos (g ~ 4,926). Durante los regimenes caoticos,
la linea en el espacio F' — C' se ubica en la esquina superior izquierda del mismo. En la dinamica
periddica la linea vuelve nuevamente al punto de inicio.
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Figura 4.5: Diagramas de C'5), ng),s y C’ég en funcién del pardmetro de control comparados

con el diagrama de bifurcacion del sistema (4.1).
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Después de la tltima dindmica cadtica se vislumbra una nueva dinamica periddica, en este caso,
de periodo cuatro, que corresponde a 4,932 < g < 4,94. Aqui, en la linea alcanza un punto
correspondiente a la abscisa F' = 1 y cuya ordenada es C') ~ 0,198.

Por ultimo, en este grafico se ha representado la dindmica cadtica correspondiente al rango
4,94 < g < 5,3. Se ve como los puntos correspondientes a estos valores del pardametro de control
se ubican nuevamente préximos a la esquina superior izquierda del gréfico, regién tipicamente
correspondiente a dindmicas cadticas. Dentro de esta region, y en coincidencia con los valores del
parametro de control que tienen asociados ventanas periédicas puede verse como los puntos en
el grafico F' — C' incursionan a regiones proximas a la linea F' = 1. Particularmente se distingue
con claridad que para los parametros de control asociados a una ventana peridédica de periodo
cuatro, los puntos de la linea se ubican sobre el punto del periodo cuatro antes ubicado.

A las series de minimos obtenidas para este sistema se le aplicé también el método de Bandt y
Pompe. Las distribuciones de probabilidad resultantes fueron analizadas con las medidas C'%) y
C™). La figura 4.5 muestra el diagrama de bifurcacion del sistema comparado con los graficos

c), Cézzm y CéZ)Q en funcién del pardmetro de control. Se ve claramente que el comportamiento
de las medidas 0(52)75 y CSZ)Q es cualitativamente igual al de C'). Las tres medidas valen cero en
la region de periodicidad uno (region I). En las zonas en las que el sistema posee una dindmica
periédica de periodo dos 032)075 adquiere un valor menor que C'), (052%75 ~ 0,04) mientras que
Céié es cuantitativamente mayor (C’éié ~ 0,5). Una situacion anéloga ocurre en las regiones
de periodicidad cuatro (051%,5 ~ 0,09 y Cq(g ~ 0,7) y en las otras regiones periodicas. En
las regiones de dindmicas cadticas se observa el mismo comportamiento, con valores tipicos de
0,2 < Cézé’g) <0,25y 0,57 < Céz)z < 0,72 respectivamente.

Las medidas de complejidad basados en entropia de Tsallis parecen ser mas sensibles al aumento

de la region ocupada por una dinamica caotica que C'). Esto se ve en el tltimo tramo de la
zona VII, donde los dos atractores cadticos se fusionan en uno que ocupan una regién mayor que

(T)

la que ocupaban por separado. Frente a esa circunstancia C,_; 5 muestra un pequeno incremento
9

q
. T ., .
de su valor, mientras que Cé:)Q sufre una reduccion del mismo.

Rossler
El sistema tridimensional de Rossler es [45, 1]:

T = —(y+2) (4.2)
y = rtay (4.3)
Z = b+ (x—o0)z (4.4)

Se mantuvieron fijos los pardmetros b = 2 y ¢ = 4. Variando a en el intervalo 0,32 < a < 0,555 el
sistema, experimenta una serie de bifurcaciones de doblamiento de periodo, culminando en una
dindmica aperiddica como puede verse en la figura 4.6.

Para construir el diagrama de bifurcacién, integramos el sistema variando el parametro de control
a a lo largo del intervalo indicado, con incrementos Aa = 0,000128. La integraciéon se hizo
partiendo de condiciones iniciales aleatorias, durante 10000 unidades temporales en pasos §t =
0,01. Se descartaron luego los valores correspondientes a las primeras 3000 unidades temporales a
fin de eliminar transitorios. A continuacion se construyo la serie temporal con los minimos locales
para la variable z, y se selecciond el intervalo [zmin, Zmax] = [0,2; 4] del espacio de minimos, que
fue dividido en mil celdas sobre las cuales se construyo el histograma de frecuencias normalizado.
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